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内容提要 


一 、误差度量 

1. 数值分析研究两类误 差：舍 入误差和截断误差. 由于计算机字 
长的有限性，对相关数据进行存储表示时便产生舍入误差，计 
算机必须在有限的时间内得到运行结果，于是无穷的运算过程 
必须截断为有限过程，由此产生截断误差. 

2. 误差的度量分式 有：绝 对误差（限）、相对误差（限）和有效数字. 
设，是真值: r 的一个近似.绝对误差为 ）=/ 一: T ， 相对 

误差为匕 ) = 4^ 绝对误差限）和相对误 

X X 

差限 £ r ( x s ) 分别是 | e(x s ) | 和 | e,Xx" ) I 的上限. 

3. 对于非零近似值的如下规格化标准形式 

x ' ——+ 10 m X 0. X\X 2 % ' % x n %% ' x p •, Xi 7^0 (1.1) 

如果存在尽可能大的〃，使得 IK / ) |<+ Xl ( Ti ， 则称/有 
n 位有效数字.进而当 = p 时，称 x x 是有效数. 
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4. 有效数字和相对误差 的关系 

定理 1. 1 如果形如式 （1.1) 的：^有^位有效数字 ，则 
)|<7^ r X10 1 ~\ 

uOC\ 

定理 1.2 如果形如式 （1. 1) 的 f 的相对误差满足 

) l < 2( ri 1 +1) xio 1 -%M f 至少有 n 位有效数字. 

二、浮点数系统 


对于 .s + 〖+2 位的浮点数系 G •表示二进制阶码数值的二进制位 
数 d 表示尾数的二进制位数，其他两位表示阶码和尾数的符号）， 
机器数绝对值的范围是2^〜，实数表示的相对舍入误差限 
是当数据的绝对值大于 2 2 S d 时，计算机非正常停机，称之为 
上溢 ，当非零数据的绝对值小于厂 2 \用机器零表示，精度损失， 
称之为 下溢. 

三、误差传播 

如果在运算过程中舍入误差能够得到控制，或者舍入误差的增长 
不影响产生可靠的结果，则称该算法是数值稳定的. 

函数值绝对误差传播公式如下 

e(f(x* )) ^ f {x* )e(x* ) (1. 2) 

，•••，<))义公 孤。…，^ W ) (1.3) 

/=1 i 

e(/(x " ))^| (x * ) I e(x * ) (1. 4) 


四、数值稳定性 

不同的教材对数值方法稳定性的定义有所不同，有的要求随计算 
过程的深入误差不增长，有的则要求误差增长速度不能太快.只 
要不影响产生具有有效数字的近似值即认为是 稳定的 .读者应注 
意教材中的定义.随着学习的深入，会针对各种具体算法给出稳 
定性的确切定义. 
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典型例题与解题技巧 


【例1】求#的近似值，使其绝对误差限精确到 Ixurs + xicr 2 , 


| x 10 _3. 

解题分析 本题考查绝对误差限的知识. 
解题过程 因为#=1.73205*".由于 


(1. 7)= IV 3-1. 7| =0. 03205… <0. 05 
e * (1. 73)= IV 3 —1. 73 | =0. 00205… <0. 005 


e * (1. 732)= IV 3-1. 732 | =0. 00005 
所以 < =1. 7， x 2 * =1. 73， x ; =1. 732. 

【例2】下列数据作为 x = e 的近似值，试确定它们各有几位有效数 

字，并确定相对误差限. 

X \ ~2 . 7 9^2 =2. 71» jc 3* ~ 2. 72 

解题分析 本题考查了有效数字与相对误差的基础知识. 

解题过程 < =2.7 = 10 () 父2.7，于是有奶= 0，由 

\ e(xi ) | = | Xi * — x | = | 2. 7 — e | =0. 018… 

<-^X10 _1 =^X10°- 2+1 


可知 ir 具有两位有效数字.利用不等式 


e r (xi 


e(xi ) I 

I j：i I 



0. 018••• 

2. 7 




0. 019 
2. 7 


^0. 0070 


得相对误差限 e . Cx ： )^0. 0070. 

同理可求得和：^的有效数字及相对误差限. 

【例3】请给出一种算法计算: T 256 ，要求乘法次数尽可能少. 

解题分析 要尽可能地减少运算量，其中一种思路是尽可能运用已 

经计算出的结果.如: T 256 = (: T 128 ) 2 ，当： T 128 计算出来之后， 
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再需一次乘法便可以得到 P 56 ;而: T 128 = U 64 ) 2 ，同样地， 
当： T 64 计算出来后，再需一次乘法就可以计算出： T 128 ;依 
此类推，这样就得到一种比通常乘法次数要少得多的算 

法. 

解题过程 x 256 = x 128 Xx 128 = x 64 Xx 64 Xx 128 

= x 32 Xx 32 Xx 64 Xx 128 
= x 16 Xjt 16 Xx 32 Xx 64 Xx 128 
=x 8 Xx 8 Xx 16 Xx 32 Xx 64 Xx 128 
=xXxXx 2 Xx 4 X x s Xx 16 X x 32 XX 61 X jc 128 

这样共需要 8 次乘法就可以计算出结果. 

【例4】 试给出一种计算积分二厂 1 近似值的稳定递推算 

Jo 

法. 

解题分析 本题考查了算法的稳定性的知识. 

解题过程 经分部积分有/,, = ，虽然从 h = l ~ e ~ 1 出发， 

可以建立一种递推算法，但当对 I 。近似时，因在递推公 
式中出现〃，随着递推过程的进行，导致算法误差迅 
速增长，因而是一种不稳定算法.但从该递推公式中解 
出，就可以得到误差迅速减小的递推算法. 

历年考研真题评析 

【题】 （东南大学2006年）取#的6位有效数 9. 94987,则以下两 
种算法各有几位有效数字？ 

10— ■ w 10 — 9.94987 = 0. 05013 ① 

10 + 10 + 9. 94987 = 19. 94987 = ° 501256399 '" 

② 

解题分析 本题考查了误差估计有效数字的判断，读者应该注意新 

旧判别方式的差别. 

解题过程 记 X * = V / 99 ",x = 9. 94987, — x ， 则 
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^(x)|<-^X10 


-5 


由 e ( 10— x ) ^— e ( J ：) 得 


e (10- x ) 1 ^-^rXlO 


-5 


因而算式① 


10- v ^^ O . 05013 


至少具有4位有效数字 
又由 


e ( lO -\~ x )^ e ( x ) 9 1 6^( 10+ x ) | ^ | e ( x ) \ X 10 


— 5 


和 


得 


e 


10 + x 




e 


(10 + x) 


(10 + x ) 2 




e 


(x) 


(10+JT) 


e 


10+x 


^ |Kx)| ,< 


4X10 


-5 


(10+ x ) 2 ^(10+9. 94987) 


0. 1256 X 10 


-7 


因而算式② 


10 + 


义 0. 0501256399 •- 


至少具有 6 位有效数字，即 


1 


10+^99 


0. 0501256. 


课后习题全解 


◦ 1 .设 x >0 的相对误差为求 lor 的误差. 


解 lnx - lnx ^ =ln 丄 =ln X ^ r -- ln (^+ l )^^ 


X 


x 


◦ 2 .设: r 的相对误差为2%，求: r " 的相对误差 
解 e ( x n )^ nx n ~ l (x — ) 


5 
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e r Xx u )^n 



x 


X 

n — 


~ x 

* 

x 


•X- 


= ne r ( x ) = 0 . 02 n 

下列各数都是经过四舍五入得到的近似数，即误差限不超过最 

后一位的半个单位，试指出它们是几位有效 数字： 

W =1.1021， =0.031， x 3 *=385.6， 

xl = 56.430， = 7 X 1. 0. 

解 ： cr =1. 1021 有 5 位有效 数字； w =0. 031 有 2 位有效 数字; 
W =385. 6 有 4 位有效 数字； < =56. 430有5位有效 数字; 
W =7 X 1.0 有1位有效数字. 

04. 利用公式 （1.4)( 在课本中是公式 （2. 3)) 求下列各近似值的误差 
限： 

(i ) Xi ~\~X2 ~\~xl ， （ ii ) xr • Xi • xl ， （ i" ) xl /xl . 

其中: rr 均为第 3 题所给的数. 

解 (i ) e * (xi -\~ X2 + x :) 

) -\~ e ( x 2 ) + e ( x 4 # ) 

= | xio - 4 +| xio _3 + 音 X 10- 3 

<1. 05 X 10— 3 =，. 

(ii ) e* (xi • xl • xl ) 

• xl (Xl — Xl ) + Xl • X3 • (sc 2 — sc2 ) + JC\ • xl 
( JT 3 — xl ) 

^0. 215= e * 



e v (xz I xl 



^2 * 
* ^ r 
Xa 


( x 2 ) — f ^( x 4 ) 


^ I I [ I e* * (jt 2 ) I + I el (x 4 ) 

X 4 
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0. 031 
56. 430 


T X10 — 3 

0. 031 


T X10 — 3 

56. 430 


<10 


— 5 = e* 


05. 计算球体积要使相对误差限为1%，问度量半径 R 时允许的相 


对误差限是多少? 


7 tR 


7 ZR 


e 


: (V) 


7 ZR 3 




R-IT R 2 +R^ R+RR 


关 


R 


R 2 


R-R^ 3R 2 R-R 


故 


R 

R — R* 


R 2 


300 


R 


3 = 1% 



28,按递推公式 


— y 

n in — 1 


100 


x /783 


n 


1,2,…） 


计算到 Ao 。. 若取〜 27. 982 (5 位有效数字），试问计算 
Yi 。。 将有多大误差？ 

分析本题考查了绝对误差限的知识. 

解设 =27. 983 

^ = |y_y* |<lxi0- 3 

Y 0 = 28 Yq =28 = I — I = 0 

1 Y 「 Y ， I = I ( 28 - 士 。 _) - ( 28 - X 27 . 983 ) I < 士 / 


Y 2 -K = 

( Yi - yr )- 


( y i 

i 

Too 


-‘雜 )-( Y ，- 4 X27 . 983 ) 

(Y—Y> ) I^JoO^ + Joo^ = Joo (5 ' 
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由递推公式可得 


y . 


y ; 



n 

Too 




贝 IJ |Yioo -Yfoo I = 10_ 3 

即计算 A 。。的误差限不超过 ^ xicr 3 . 

07. 求方程: r 2 — 56 :r + l =0 的两个根，使它至少具有4位有效数字 

(^ 783 ^ 27 . 982). 

解解方程: r 2 — 56 :r + l = 0 得 

x = 56 士 士 a /783 

由第 6 题知〜 27. 982具有5位有效数字，故可取 


=28+ v / 783"^28 + 27. 982 = 55. 982 


, 2 =28-7783 = 28+ ^___^^-^ = 0. 01786 


08. 当 N 充分大时，怎样求 


N+1 

N 


1 + X 2 



解 


N+1 


N 


1 + JC 


dx 


arctanC N + 1 ) — arctanN 


= arctan i + n/n + d 

09. 正方形的边长大约为 100 cm ， 应怎样测量才能使其面积误差不 
超过 lcm 2 ? 

解设正方形的边长为: r ， 则其面积为 ：y = : r 2 . 由题设知： r 的近似 
值: r * =100 cm . 记为7的近似值，则依 （1.2) 式知 

e(y * ) = y * ~y = (x 2 ) ' \ x = x * (x * — x) 

= 2x* {x* — x) = 200{x* ~x) 

又由题意知 
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故 )<^ = 0. 005( cm ) 

◦ 10 .设以 2 ，假定 g 是准确的，而对？的测量有 ±0. 1秒的误 

差，证明当〖增大时 S 的绝对误差增大，而相对误差却减小. 
证明 e ( S )= S ~ S * = gt ( t ~ t * )= gte ( t ) 

( C x S —S x gt{t~t v ) 2eXt) 

6r(S ) = -^= i =丁 

] gt — 

由上述 s 的绝对误差 e ( s ) 与其相对误差 G ( S ) 的表达式易 
知，当，增大时， 〆 S ) 增大，而 e ,( S ) 减小. 

© ll .| 序列{%}满足递推关系 

^ = 10^-1 — 1 (” = 1，2,…）， 

若> =#1.41( 三位有效数字），计算到时误差有多大? 
这个计算过程稳定吗？ 

分析 本题考查了误差估计和算法稳定性的知识. 

解因 =1.41，而 

b-W l < yX 10- 2 =^ 

于是有 

I ^1 ~yi I = I 10 ： y 0 —1 —10 ： y 0 x . +1 I =10 \ y 0 — yo I <10^ 

b 2 —W 1 = 1103^—1 —low +11=1013^—3^ I <102 

类推有 

I 3 ^io - 3^ i # o I <10，= y X 10 8 

即计算到 M 。， 其误差限为 lO 1 ，， 亦即若在 > 处有误差限为 A 
则的误差将扩大 1(^° 倍，可见这个计算过程是不稳定的. 

012. 计算 /=(#— I ) 6 ,取#〜 1. 4,利用下列算式计算，哪一个得 
到的结果最好？ 

——-—— ， (3-2V2) 3 , --- ， 99 — 70 在 

( V 2 + 1) 6 (3 + 2 V 2) 3 
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解 


( V 2- l ) 6 =0. 0050506 ••• 
取 4. 


( 1 ) 


(a/2 + I ) 6 ^^ 1 - 4 + 1) 6 


^ 0 - 0052328 


( 2 ) 

(3) 


(3-2 V 2) 3 ^(3-2 X 1. 4) 3 ^0. 008 


(3 + 2#) 3 ~ 


(3 + 2. 8) 3 


〜 0. 0051253 


(4) 99-70^^99-70 X 1. 4 = 1 

经比较可知，以——计算得到的结果最好. 

(3 + 2 V 2) 3 

◦ 13. | / U )= ln (: r — y /?^ T )， 求/(30)的值，若开平方用6位函数 
表，问求对数时误差有多大？若改用另一等价公式 

\ n ( x — \! x 1 — 1 ) ——— In (: r + \/ x l — 1 ) 

计算，求对数时误差有多大？ 

解设 y = x ~ vV — 1，贝 1 J /( i ) = ln ： y . 由 （1. 2) 及 （1. 4) 式知 

= ~ y ) £(/” 义士 I，—d 

y \y 

而由题意知 b * I =0.0167, 所以 


£(/*)〜 




4xio 


— 4 


0.0167 


^0. 3 X 10 



若用等价公式 ln ( x - = - ln ( x + ^/? T ^)计算 ，则 

I， I =59. 9833,故 


e (/* ) 〜 




yX 10~ 4 
59.9833 


〜 0. 834 X 10 
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插值法 

内容提要 

一 、 定义 

已知函数3 ; = /(^)在互异节点{:^}?=。(^[^，6]处的函数值 
{： y ,=/ U )}; U ， 若存在简单函数心)，使得 

p { x ,) = yi , ( z . = 0， lr "，7?) (2. 1) 

成立，则称 PU ) 是 / U ) 关于节点 U }? = Q 的一个插值函数. 

U }『=。——插值节点， [ a ,6] ——插值区间 
fix ) ——被插值函数，式 （2. 1) ——插值条件 
用 〆 幻的 值作为/(^)的近似值，当尤在节点形成的区间上时， 
称该方法为内 插法； 当^不在节点形成的区间上但在插值区间 
上，则称该方法为外插法. 

当插值函数 Mx ) 为多项式时，称 Mx ) 是 /(: r ) 的一个插值多项式. 

def 

插值余项尺( X )—— /( B — P ( x )， 插值余项又称为截断误差. 

二、 插值多项式的存在惟一性定理 

定理 2. 1满足插值条件 （2. 1) 的不超过77次的插值多项式 pU ) 
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是存在惟一的. 

推论 2. 1若 /( x ) 是不超过^次的多项式，则它的关于^ + 1个 
互异节点{^ }?=。的不超过〃次的插值多项式与被插值函数 
/( x ) 恒等，即有 

p ( x )= f ( x ) 

三、误差的估计 


若被插值函数/(1)6(^ +1 [〜6]，则有插值误差估计式 


I 艮 （ x ) l < 


(77+1)! 


(^) 


若仅需估计某一点 F 处的插值误差，则利用 


\ RG )\^ 


M , 


(77 + 1) ! 


㈤ | ， X G [a，/)] 


计算，若要估计在整个插值区间上的误差，用 




M , 


max 


(7?+1) Ue [“，幻 


//+ 1 ( x ) I , V xG [ a ，/)] 


估计.式中从 /+1 和 max (: r )| 用微积分中求极值的方法进行 


四、插值多项式久（ I )有如下常用的构造方法 


• 拉格朗曰 （ Lagrange ) 插值法 


p„(x) = L lt (x) = 


其中拉格朗日插值基函数 au )};。 定义如下 


liXx ) = 


kJ \^ A ? 


工 k 


OJn +1 


( x ) 


(x 


i ^ Ct) 7i~\- 1 C OC I ^ 


2. 牛顿 （ Newton ) 插值法 


p n U) = NAx) = 2 /[ 1 。， 11 ， ... ， 1 ] 叫（ 1 ) 


其中零阶差商 
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— 1 


， [: C 0 ] = /(Zo) _( ： c ) 三 1 COi ( x ) = (x — x k ) 


k = 0 


3 .等距节点的牛顿插值法 

设 Xi = a-\~ih ( z . = 0，1， • • • ，7? ) ， /i = (/) —— a) / n ^ x = ash 

如下牛顿向前插值公式 


n 


N n (x) = N n (a -\- s h) = y^jAfCxp )( 、 


o 


式中零阶向前差分 


A° f(x 0 )=f(x 0 ),[. 


s \ s ( S — 1 ) • • • ( 5 — Z + 1 ) 




对于等距节点 UHU ，函数的 A 阶差商、差分、导数有关系 


_丄0 > 丄1 


，工 J 


A k f(x 0 )_f (k) (Q 

k\ h k w~ 


4. 埃尔米特 （ Hermite ) 插值多项式 

定理 2. 2 满足如下插值条件的不超过277+1次的插值多项式 


H 2;/+ i (: C ) 是存在惟 一的. 


H 


2n \ 


(Xy) = f\Xi) , H\ n+l (Xy) 


( JT / ) ， Z . = 0 ， 1 ， 


• • • 


n 


定理 2.3 当 /(: r ) 在区间[〜幻上具有277 + 2阶连续导数，则 
埃尔米特插值多项式 H 2 „ +1 (: c ) 的插值余项 

_R 2 „ +1 (x) = f(x) — H 2tl +i (x) 


f 2,1+2 (O 2 


(277 + 2)! 


CO 


"+ 1 ( 1 )， fG ( a , b ) 


埃尔米特插值多项式有如下基函数表达形式 


71 


n 


H 2n +i (^) = f(x i )a i (x) + f ( Xj)Pi (x) 


i = 0 


0 


其中基函数 


aXx ) = (1 — 2 (x — L f Xxi )) LHx ) 


l-2(x 


x 




LHx ) 


k = 0 


T — T, 


/?, ( X ) = (x — x , )/• ( x ) 
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5.分段插值 

(1) 分段线性插值 
①插值形式 

函数/(^)关于节点 azjCoOiOiO ,, =6的分段线性 
插值函数 


hU)= - —f(x k ) + - —— —f(x k+1 ) 

丄 k ^ /? +1 J 々 +1 ^ k 


Xk ^ x ^ x ,,.^ , 々 = 0，1 ，…， 




②误差估计 


max I fix ) — I ,, ( x ) I 

O 


式中 


def /r def 

M 2 max f ( x ) ，,4 ^ k+i 


def 


工 k 




max h 

O^k^ti— 1 


③收敛性 


当 f ( x ) eC ( a ， 心）时，有 liml /, ( x ) = / (: r ) 在[“， /)] 上一致 


h-^o 


成立. 

(2) 分段三次 Hermite 插值 
①插值形式 

函数 /( T ) 关于节点 azjToOiO . O ,, =6的分段三次 
Hermite 插值函数 

I h (x)=(l+2 k )( k+l ) f\x k ) 

\ ^ k + 1 工 k } \ ^k ^k-\- 1 / 


vX Ji 々 + 1 


ix — x k ) f ( x k ) 


- 

\^y h —I— 


K^y h 


1 + 2 ^ /(x /e+1 ) 

工 k ^kr\ / k - l 工 k 


- 

kJ\^ fp 

^ 々 + 1 k 


(x — x k+l ) / ( x k+l 


xG [_ x k , x k+i ]，（々 = 0， l ，2 r "，7?— l ) 


②误差估计 
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当 /(1)6( ： 3 [“ ， /7] 且有 ]\^ 


def 


: max 

a^x^b 


/⑷⑴ 


则 


h 


R(x)\ = \ f(x)-I h (x)\ 


384 


def def 

无亡中 /i — max A ,，hi = 

def 

当 Mi max 

a^x^b 


X 


X ； 


(X) I 存在时，则 


35 


max I fix) — I h (x) I /iM 2 

«b L l 


③收敛性 


当 f \x) G C 1 [a ， 6 ] 时 ，则 limI /2 Cr)=/Cr) 在 [a ， 6 ] 上一致成立 


•o 


6 .三次样条插值 


若函数 S (:^6(： 2 [〜/7]，且在每个子区间[心 ， ^ k +\ U ( 々= 0，1， 
…，7? — 1) 上是三次多项式，则称 S (: r ) 是关于节点 a = x 0 < Cx l < 
•••< x tt = b 的三次样条函数.若进一步有 S ( x k ) = f ( x k )(k = 0 , 
1，…，”），则称 S ⑴是 / U ) 关于的三次样条插值函数. 
(1) 插值形式 

、 A /r (A+1 — -^) 3 I n /T ( 工 — 工 々 ） 3 

su)=Mk 一 " 6h k +Mk+i Jh,r ' 




e _ock _ 



式中 h k =X k +i — x k . 

( 2 ) 误差估计及收敛性 

定理 2.4 设 /(x)eC 4 [a ， 6 ] ， SU) 是 /U) 关于节点 “= 
〜<〜<… = 6 的三次样条插值函数，附加第一组或第 
二组边界条件.则有误差估计 

max | f m) (x) — S (,,l) (jt) | ^C m max | f il) (x) | k [ ^ m (t ?7 = 0 ， 1 ， 2) 

a^x^b a 《 x^J) 

、 5 13 

式中 C 0 = TT^-7 9 Cl = —, C 2 = - 5 - 9 /i = max h k ， h k = Xk.] 一 

004 u^\. O 0^^^;?— 1 


• 15 • 
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从上述定理自然得到，当 h ^ O 时， SU )， Y ( x ) 和 S " (: r ) 均 
分别一致收敛到 /( x ) ，//(^)及 /"( JC ). 

典型例题与解题技巧 


【例1】 求经过焱(0，1)，_8(1，2)，《2,3)三个样点的插值多项式. 
解题分析 利用 Lagrange 插值公式. 

解题过程 由题意可知，三个插值节点及对应的函数值为 

Xo == 0， JTi == 1 ， JT2 === 2 


yo = ^^yi = ^^y2 = ^> 

由于 Lagrange 二次插值公式得 


1^2 ( I ) = 


(x — Xi ) (x — x 2 ) 

( x 0 — Xi ) { x 0 — x 2 ) y{) 


(x — x 0 ) (x — x 2 ) 

(Xi—10)(4—A) 3 " 1 


(x — x 0 ) (x — x x ) 
(x^XcK^-X !) 3 " 2 


(x — 1) (x — 2) 

(0-1 K 0-2) 


X 1 + 


(x — 0) (x — 2) 

(1-0 K 1-2) 


X 2 


(x — 0) ( x — 1) 

(2-0 K 2-1) 


X 3 = x + l 


【例2】已知由数据 （0,0)，（0. 5,3；)，（1，3)和（2,2)构造出的三次插 

值多项式 P 3 ( I ) 的: r 3 的系数是6，试确定数据 3；. 

解题分析 根据 Lagrange 插值多项式求解，也可以按 Newton 插值 

公式求解. 

解题过程 利用 Lagrange 插值多项式 

P 3 (x) = L 3 (x) = f (x 0 )L 0 (x) + f(xi )/i (x) + j\x 2 )/ 2 (x) 
+ f(x 3 )/3(^) 

及基函数的表达形式可知 x 3 的系数为 


/Cxo ) 


f(xi ) 


(xo — X\ ) (x 0 — x 2 ) (x 0 — x ?) ) (xi — X 0 ) (xi — X 2 ) (xi — x 3 ) 


_ f 又工 2 )_ 

(x 2 — Xo ) (x 2 — Xi ) (x 2 — x 3 ) 


将有关数据代人上式得 


_/(^3 ) _ 

(x 3 — X 0 ) (x 3 — Xi ) (x 3 — x 2 ) 
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0 + 


: y 


3 


2 


0.5 X (-0.5) X (-1.5) 1 X 0.5 XC -1) 2 XL 5 X 1 


解得 3^ = 4. 25 

【例 3】试用 /( x ) 关于互异节点集 { xjf / 和 {: r z }? =2 的 n ~2 次插值 

多项式和 / i ( x ) 构造出关于互异节点集 { jC /};、 的 77 — 1 
次插值多项式 g ( x ). 

解题分析 待确定函数 g ( i ) 和多项式 g ( x ) 有共同的插值节点 

{ x t } iZ \ , 于是 q ( x ) = g ( x ) + Aaj n -i ( x ) , co n -\ ( x )= 

ji-i 

IX U — a ) ，当 x = & 代入解出参数 A . 另一种解 
/ = 1 

法是考虑到 g (： r ) 和 / K : r ) 有 〃一2个共同的插值节点 
{ X , } ；=2 ,故知 CO „-\ (^)和77 — 1 次多项式 (JT — I ! ) [ g '( x ) — 

/ Kx )] 相差一常数倍数，这样有 q ( x ) = g ( x ) + A(x — 
jti )[ g ( x ) 一 / Kx )] ，代入解出待定参数 A . 

解题过程 77-1 次的插值多项式 g ( X ) 和 17 — 2 次的插值多项式 g ( x ) 

有共同的插值节点 U } S ，于是可设 

q ( x ) = g ( x ) + Aco n - 1 ( x ) 

式中 , CO n -i ( x ) = (x — Xi ) ( x ~ x 2 ) ••- ( x ~ x n - 1 ) ， A 为待定 


常数.又由于 gU ,)=/ U ,) ，故有 

f(x„ ) =g(x„ ) -{-AcOn-l ix n ) 

解之得 A = 将其代入 gU ) 表达式，得 


⑴ n_ 


1 (A) 


q(x) =g(x) + [/(x„ ) — g ( :( J )、 

CO” — 1 v ^ / 

【例4】给定数据表如下 


X 

0. 2 

0.4 

0. 6 

0. 8 

1. 0 

1. 2 

/(:) 

21 

25 

23 

20 

21 

24 


(1) 用三次插值多项式计算 /(0. 7) 的近 似值； 

(2) 用二次插值多项式计算 /(0. 95) 的近 似值； 

(3) 用分段二次插值计算 /( x )(0. 2< x < l . 2) 的近似值能 
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保证有几位有效数字（不计舍入误差）？其中已知 

max | ( x ) I ^600. 

0 . 2 

解题分析 由于节点等距，故可用向前、向后 Newton 插值公式进行 

计算. 

解题过程 先造差分表如表 2 - 1 . 




表 2-1 

差分表 



yi 


心,. 

△ 3 y , 

△ 4 y ,- 

△ 5 

21 

4 

一 6 

5 

0 

-7 

25 

一 2 

-1 

5 

一 7 


23 

一 3 

4 

一 2 



20 

1 

2 




21 

3 





24 







(1) 选1 1 =0.4，:?：2 : =0.6， > 2' 3 : =0.8， > 2： 4 = : 1.0为节点，构造 
三次向前 Newton 插值多项式 

N 3 (xi + th ) = y \ J rAy\t + ^-^- t(yt — 1) 

+ /■(/■— 1) (? —2) 

将: ^ 和代入上式，则有 

Nz (0. 4 + 0. 2 t ) =25 — 2 t —— 1) 

1 )0 — 2 ) 
b 

由 0. 4 + 0. 2 t = 0. 7 解得 5,所以 

/(0. 7)^ N (0. 7) = 21. 3125 

(2) 选1 3 =0.8， > 2： 4 = 1.0，：1： 5 = 1.2为节点，构造二次向前 
Newton 插值式 

N 2 ( jt 3 + th ) = y 3 +Ayzt + ^^ : L t { t — l ) 


• 18 • 



第 2 章插值法 


将 A 和 A 代入上式，则有 

N 2 (0. 8 + 0. 2 t ) =20 + ? + ?(?— 1 ) 
由 0. 8 + 0. 2 t = 0. 95 解得 t = 0. 75, 所以 

/(0. 95)^ N 2 (0. 95)=20. 5625 

(3) 由尺 2 ( I 。 ~\~ th ) = 、 f 4 P - h ?> t(t — 1、 ( t ~2) 


( 0 . 2 < 6 < 1 . 2 , 0 « 2 ) 

有 IJR 2 ( x ,- +0. 2 t ) I 

= 卜 1)(， 一 2 ) 


<^° X 0. 008 XmaxUU —1 )U —2) I 

O I 0«2 


= ^ X 0. 008 X 0. 384900 


= 0. 30792<0. 5 

可知 /( i ) 有两位整数，故能保证有两位有效数字. 

【例5】 设是函数/( I )关于互异节点{^}?=。[[〜6]的不超 

a 77次的插值多项式.若/( I )在区间[〜幻上任意次可微， 
且存在常数 M ， 使得 

I f (k) ( x ) I ^ M , V x G [ a，/)] ， A = 0 ， 1 ， 2 ，… 

试证明插值多项式序列 { a ,( i ) } r =1 在区间 [〜6] 上收敛于被 
插值函数/(^). 

分析 本题需证明对任意 X G [a ， 6 ]， 有 lim [ 久 , （ :r) —/(:c) 〗 = 0 ， 利用 

oo 

插值余项 ，即 需证明 


lim | R n (x) I = lim 

jq—^OO fj—^OO 


f n] 1} (f) 

(77+1)! 


Cl>n+l 


(x) 



再结合题目中关于导数的估计式便可得到结论. 

证明对任意:幻，函数 / U ) 关于互异节点 u ,}? = 。 的不超过^ 
次的插值多项式的插值余项为 


R n (x) =f(x) — pn (x) 


f U 


+ 1 ) 


n 


TlW- 


(: C) ， 


fG (“，/)) 
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式中 


CD 


n I I ( x ) = (x — X 0 ) (x — Xi ) ••• (x — x n ) 


利用题中关于导数的有界性有 




M 


(77 + I ) ! 


Cl ) 




进而由 lim 


( b - a ) n ' 
(77 +1)! 


0 推知 lim I (:r) 


M | b 一 a I 

(；7 + l)! 


，即 


+ i 


故 


lim \ f ( j ：) — p u ( x ) I = 0 ， V xG [a 

ji-^oo 

\ imp n ( x ) = f ( x ), V xG [a ,6] 


历年考研真题评析 


题 1】（厦门大学2005年）证明 2(11 - 


k \ . 


0 \ k = 0 
k^i 


k 


解题分析 将右端与 Lagrange 插值多项式联系，可知右端项是 : y 

: c 在: == f(f = 0 ，1 ，…， 72) 处的 Lagrange 插值多项式. 


证明 


x ^ 


2 (x) 


X ； 


Sfnf 


k 


i = 0 


/ = 0 \ k =0 


k 


又 


R n (x) 


X 


// ( x ) 


X 


(/z+1 


X ； 




n( 


i = 0 


(” + 1)! ^ 


X 


Xi) 


故 


X 


^ L ,{ x ) 


X 


0 


n 

k =0 
i =0 h^i 


s 


X 


k 


i —— k 


【题2】(东南大学 2006 年）设 /( x ) = ln(l + x),xG [0，1]，九⑴ 


为 


fix ) 以 （77+1) 个等距节点 A 
节点的〃次插值多项式，证明 


n 


0，1，2，…， 77 为插值 


lim max | /( x ) — p n ( x ) 

n-^oa 


0 


分析 根据插值余项定理可求出 fU )- p n U ) 的值，进而往下寻找 


20 











































思路. 


第2章 


插值法 


证明 


fu 、一 p tl u) = 广二？ TT ( 




X — X 


;) 


f G ( min {: r ，0}， max {: r , 1}) 


( x ) 


x + r 


f ( x ) 


(x+1) 




U + l) 3 ’ 


• • • 


， = (—lr 


n 


(x+1) 


7?+l 


当 X e [0，1] 时 ， I f n + l ) ( x ) I <77! 

当 ： rG [0，1] 时 ， I x — Xi l,z = 0,1,2, 
于是当 : r G [0,1 ] 时，有 


n 


I /( x ) — p n ( x ) I ^ 


n 


1 


(77 + 1)! 


n 


因此 


max I f ( x ) — p n ( x ) I ^ ― —r 

0<X<1 77 十丄 


lim max | /( x ) — p n ( x ) \ ^ lim —— ^^- 

oo 0«1 n-^oa 77 十 1 


课后习题全解 


◦ 1. 当: T = 1， 一 1，2 时， / U ) = 0, 一 3,4,求 /( x ) 的二次插值多 
项式. 

解 L 2 (x) = f(x 0 )/ 0 (^) + /(^1 )/i (x) + f(x 2 )h (x) 


= 0 + (-3) 


(x — 1) (x — 2) 

(-1-1K-1-2) 


+ 4 


(x — 1) (x + 1) 

(2-1K2 + 1) 



• 21 • 











































数值分析同步辅导及习题全解 


◎ 2. 给出 f ( x ) = lnx 数值表 


X 

0. 4 0. 5 

0. 6 

ln:r 

— 0. 916 291 - 0. 693 147 

- 0. 510 826 

X 

0. 7 

0. 8 

Inx 

- 0. 356675 

- 0. 223144 

用线性插值及二次插值计算 InO . 54 的近似值 . 

分析 利用 Newton 插值多项式 . 


解 依据插值误差估计式选距离 0. 54较近的点为插值节点，并 
建立差商表 

x 0 = 0. 5 一 0. 693 147 

Xi = 0. 6 — 0. 082 6 

x 2 = 0. 4 - 0. 916 291 

写出 Newton 插值多项式 

Ni ( x ) =— 0.693 147 + 1.823 210(1 — 0.5) 

N 2 ( x ) = NAx ) + (- 0. 204 115)( x -0. 5)( x -0. 6) 

计算近似值 

NiCO . 54) =— 0.693 147 + 1.823 210 X (0. 54 - 0. 5) 

0. 620 219 

N 2 (0. 54) = Ni (0. 54) - 0. 204 115 X (0. 54 - 0. 5) 

X (0. 54-0. 6) 

0. 616 839 

• 3. 给出 cos , x (0° ^ ^ 90°) 的函数表，步长 /2 = 1' = (1/60)°，若 
函数表具有5位有效数字，研究用线性插值求 cow 近似值时的 
总误差界. 

分析 本题考查了线性插值与误差估计. 

解 用函数值及近似值所建立的线性插值多项式为 

、22、 



1. 823 210 


2. 027 325 



- 0. 204 115 
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当 ： T 6 [1/， A +1] 时 


L , U ) = / u ) J 、—心 +1 + f ( x i+l ) r ~~ r 


— Z/+1 


*x z +i 


Li ( x ) = / x ( x /) 


oc — X i+ i 

X [ 工 /+1 


" (X 


/+1 


X — X 


X i+ i — X 


式中 A 


丌 


丌 z 


60 180 10 800 


(i = 0，1，2,… ，5 400) 


这样得到误差估计 

I COSJT — L f ( X ) I : 


cosx — Li ( x ) + Li ( x ) — Li ( x ) 


<1 cosx — Li ( x ) | + | Li ( x ) — Li ( x ) 


从上式可以看出，如果忽略算术运算过程中进一步引入的 
舍入误差，那么插值误差包含截断误差 I co ^ — LiU ) | 及 
初始数据误差的传播两部分. 

截断误差 


COSX 


Li ( x ) 


( — sinf ) (x — Xi ) (x — x i+ i ) 


< 


(x — - X ； )(x 


I /+1 


< 4 - max 

(x Xi) (x X i+ i ) 

乙勺 /+1 



< 


丌 


2 10 800 


^ 1. 06 X 10 


—8 


X r+l 一 


初始数据误差传播 


|Li ( x)—Li ( x ) I = I e(f " ( x { )) 


x 


X 


X ； 


X 


+ I ( x /+ i )) 


X — X 


x 


x 


^ max { I e ( f y (: c y ) ) | ， | ei 『 (x i+l ) | } 


J. ; - 1 J. J. J. 


max{ I e(/ x (: T/)) I ， I e( f y (: r /+ i)) | } — M …•- 


X/+i — Xj x i+ 1 — x 


def 
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数值分析同步辅导及习题全解 


小结 

04. 设 


证明 


利用有效数字定义有 


e (尸 ( x /)) I < 士 X 10" 


: -5+1 


=+ X 1 (T 

Li 

式中％ 为函数值/ # U ) 的量级，即有 

10 w ，〈 |/*(:r,)| 〈 l(r〆 


.-4 


进而 


M 7 ,h ^ max^X 1( T 「 4 ，令 X 10 "k 


-4 


4X10 


rnax{ m. , m._ ^ } — 4 


综合以上结果有 


cosx - Lr (: r ) |< 1. 06 X 10— 8 + X lo 1 丽 { " v - 叫卜 4 


x 6 ( x ;) ， z . ， 1 ， 2 ，…， 5 399 


在区间 


0 , 


丌 


上的总误差界为 


cosx - L ； ( x ) |<1. 06 X 10— 8 + + X 10 


— 5 


X 


= 0. 50 106 X 10 
要注意插值误差包括几个部分. 
i 为互异节点， 求证： 


— 5 


x)i j (x) 


X 


k 


(k = 0，1， …， 77); 


= 0 
n 


2 — = 0 (k = 1，2,…， "）• 


= 0 


i ) 函数？及 Uxdu ) 均为被插值函数？的关于互异 


/ = 0 


节点的不超过^次的插值多项式，利用插值多项式 
的惟一性知两者恒等. 


n 

ii ) 2 (xj x ) 'tj ( x ) - 

n 

k 

lj ( x ) 2 

✓ 

k 

x ){- x ) k -' 

7=0 

j = o 

/* = 0 

i 
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k 


7=0 I = 0 

k n 

ss 

i = 0 /• = 0 


k 


• W — x) k ~'ij ( x ) 


- t k 


• W— x) k ~ l ij(x) 




/ = 0 


- /k 


(交换求和次序) 


x)'~ l ^2 x , j l j ( x ) 

i =0 


(有关因子提出求和符号外) 


k 


2(: \ ^- x) k ~ l x 

/ = 0 

(利用〗<々<77及结论（1)) 

(x — x ) 1 = 0 


◎ 5 •设 /( x ) G C 2 [ a ， 厶]且 /(“）=/( 6)=0, 求证： 

max I /( x ) I — a ) 2 max 1/(-) 




u ^ j^h 


分析 利用线性插值. 

证明 以 x = a mx = b 为插值节点，建立/( I )的不超过一次的插 


值多项式 


L l (x)=f(a)^ I ^ + f(b)'^^=0 


a 一 b 


b 一 a 


应用插值余项公式有 


I /( x ) —Li ( x ) 


~.广(6) ( 工 — a ) (x — b ) 




^^-max I /’($) I max I ( x ~ - a )( x — b ) 

Lj a^j：^b 


a ^ x^b 


《冬 (6 — a ) 2 max I f \ oc ) 


所以 ， max I /(: c ) I — a) 2 max | fix ) 


a^x^b 




◎ 6. 在一 4<: r <4 上给出 /(: r ) = e 的等距节点函数表，若用分段二 
次插值求 f 的近似值，要使截断误差不超过 1( T 6 , 问使用函数 
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数值分析同步辅导及习题全解 


表的步长/ I 应取多少？ 

分析参考书上的公式 （2. 18). 

解 以： c,— ， : c, 和:^ +1 为插值节点的插值多项式的截断误差，则有 


尺 2 (JT) = — Xi-i ) (x 


Xi ) (x 



( i - i ， 


I /+1 


式中 Xi-i = Xi — h ^x i+ i =Xi ~\~h 

则 


R 2 U ) 


^ —e [ max 


(x 


Xi- 


i)(x — X i+ i ) 




3 



e 


9^3 


A 3 


e 


令」 一/ i 3 <10 — 6 得 

9 a /3 


/2<0. 006 58 


插值点个数 


A —— ( —— 4) def 

=1216.8<1217 = N 


是奇数，故实际可采用的函数值表步长 


4 -(- 4 ) 

N-1 


1 216 


^ 0. 006 579 


h < 0. 006时即可. 



= 2%求/\ 4 3 ；,,及 d l yil . 

分析本题考察了4阶向前差分和中心差分的计算 


解△、= (E-ir yil = 2 


\y~ l E l y n 




= 0 






1 ) 


4 -/ 


: y"+i 


0 


4 /k 


l ) 4 —，2 


/ =0 


y fl = — yy [ y n = y fl = 2 " 
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= (ET-E-h A y n = (E-t)4 (E _ 7)4^ 

= E- 2 A l y/l = E- 2 (y lt ) = y>l - 2 = 2 n ~ z 
◎ 8. 如果 / Gr ) 是 m 次多项式，记 A/(x) = /(x +/i) — /(x) ，证明 
/O) 的々阶差分 A k f ( x )(0 ^ k ^ 771) 是 m—k 次多项式，并且 
/\ m + l f ( x ) = 0( / 为正整数）. 

分析 利用 Taylor 公式. 

证明 对 m 次多项式 /(x) 应用 Taylor 公式有 

△/O) = f(x + h) — fix) = /’(: r)/i + 广 (: r) + … 

U ^ 

+ \ 广 ) （I) 

m \ 

即 △/(JC) 为 m — 1次的多项式. 

△ 2 /( x ) = A ( A /( x ) ) ，对 m — 1 > 0 次多项式 A /( x ) 应用 
上述推理过程可知△(△/(X)) = V/U) 是； 7Z — 2 次的多 
项式. 

重复上述过程，可知为爪一々次多项式. 
由于/为零次多项式，即常数，故 △- + Z / Cr ) 三 0(/ 
为正整数）. 


0 9. 证明 A(f kgk ) 二 

= fk/\gk + gk+i A// e . 


证明 A(f k g k ) = 

- f k+igk+i f kg k 



f k-^r\gk+\ fkgk+1 + f kg k+l 

fkgk 


- ^fk+i — fk^Sk+i + fgk+\ — 

gk+1 △/ 々+/々 Lgk 

g k ) 

n — 1 n — 1 

O 10. 2 fk fngn fogo 2^+1 


k = 0 

证明 由于 

k = 0 


n-1 

n — 1 n — 1 

+ 8 k+l A// e X (fk/^gk 4 

Sk+1 A// e ) 

k = 0 

k=0 k=0 

7 厂 1 

2 △(/“、） 

k = Q 
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数值分析同步辅导及习题全解 


「1 


2 ^fk+lgk+1 — fkg 


k = 0 


fngn — fog 


0 


n~\ 


n~\ 


故有 


； 2-l 


Y]fk^gk = fngn — fo g'0 — ^jgk+\Nfk 


k = 0 


k = 0 


O ll . 证明 2 f yi = Lyn — △: y 。. 


= 0 


； 7-l 


n-\ 


77—1 


证明 (△3 ; /+i — △: y /) = y 


0 


/ = 0 


i=0 


0 


© 12. 若 /(: r ) = a。+(^1 + 
x 2 , ••- , x n ，证 明： 


• • • 


a n - x x n ~ x + a n x n 有 77 个不同实根 : r 


x k ； 






Q 《 k 《 n 一 2 ； 


k = n — 1. 


a 


分析 根据〃次多项式及差商的性质求证. 

证明 由/( X )是7?次多项式且有互异实根 { X ; }? 可知 

f ( x )= a n (x — Xi ) 999 (x — x n ) = a n co u ( x ) 


Xj — ^ Xj _ J_ x) 

/’(；） ~f a ti co’ Ax/) a n ^ a/" (: c;) 

记以: T ) =/ ，并利用差商的函数值表达形式有 




X k j 


2 4 




(x 7 ) a n co n (Xj) 


a 


gl ^ l ：2 ，… ^ OC n _ 


再由差商与异数的关系知 




/ = 0 


x \ 


(Xj ) 


< 


《 k 《 n 一 2 


g 


;z—1) 


(6) 


a n (77 — 1) ! 


k 


n 




1 


a 


◎ 13. 证明 〃 阶均差有下列 性质： 

j ) 若 Fix) = c /(: r )， 则 

F [ I 0 ，: Cl ，…，: c , z ] = c /[ x 0 ，々，•••， I,J ; 

ii ) 若 F (: r ) = f(x)+gU),W\ 
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第 2 章插值法 


F[x 0 ，: Cl ， … ^x n ~] = / [x 0 ，: n ，…，: r,J + 名 ，[: C 0 ，々 ，•••，: r,J. 

分析 参考书中式 （3. 3). 

证明 设 Fix ) = af ( x ) + (3 g ( x ) , co ll + i ( x ) = (x — x 0 ) (x 

xJ — Cx — xJ . 将差商(均差）用函数值表示，则有 


F [: c 0 ，々 ，•••，: c "] = 2 


F ( xj ) 


j = 0 


’ （A ) 




/ =0 


af ( x ； ) + pg ( Xj ) 


co 


?/+i ( 工 ） ） 


a 


2 


/( A ) 


n 


= 0 ^>? i + 


\ x ； ) 






= 0 ⑼ rfl 


\ xj ) 


取 /? = 0 ，a 


=a/ [: r 0 ，:，… ,x n ~] + [x 0 ,Xi ，… ,x t 

c 得结论 （i ); 取 《 = /? = i 得结论 （ ii ). 



x 1 + x 4 + 3 x + 1 ，求 


:2°，2 V ”，2 7 ]&/[2°，2 V "，2 8 ]. 


角¥ 利用 / [: To ， Zi ，…，: C,J 


n 


广） （6) 知 


/[2 0 ,2 V "，2 7 ] 


/⑺⑻ 


/[2 0 ,2 V "，2 8 ] 


/ (8) (f) = 0 



15. 证明两点三次埃尔米特插值余项是 


Rz ( x ) 


/ (4) (?) { 

4! 


x 


OCk 


)'(x — x k ^\ )" , 6 G ^ x k » ^k+i ) 


并由此求出分段三次埃尔米持插值的误差限. 

分析 RsU ) 的证明可仿照拉格朗日插值余项的证明方法，再利用 

等距节点的分段三次埃尔米特插值函数求得误差估计. 

证明利用[心，^ +1 ]上两点三次埃尔米特插值条件 


H 3 (x k ) = f(x k ) , H-^(x k+1 ) = f(x k+l ) 


H/(x k ) = / (x k ) , H/ (x k+1 ) = / (x k+1 ) 

可知 R 3 ( sc ) = fix ) — H 3 ( x ) 有二重零点 a 和 oc k+l . 
故设 _ R 3 ( x ) = kXx ) (x — x k ) 2 (x — Xk+i ) 2 .确定函数 K : r ): 
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数值分析同步辅导及习题全解 


当 JT = A 或 Xa +1 时 k ( x ) 取任何有限值均可； 

当 X 尹&，：^ +1 时 ， JC G ( A ， A +1 ) ，构造关于变量〖的函数 

g ( t ) = f ( t ) — H 3 ( t ) — k ( x ) ( t ~ x k ) 2 (t — x k+1 ) 2 显然有 


g (^ k ) 


0 , g ( x ) 


0 ， g(x k+1 ) 


0 ， g’（O 


0, 


g ) = 0. 在 [A，JT] 和 [:r 兩 +1 ] 上对 g.(:c) 使用 Rolle 
定理，存在 7^1 e ix k ， x 、 lrj 2 e ( x , x k+l ) 使得 g ' ( rji ) = 0, 

g (t] 2 ) = o. 在 （ x k ，平） ， （ rj”rj2) ， （ r/2 ，工奸 1 ) 上对 g ， ’ （ z) 

使用 Rolle 定理，存在 _ G (A ， 71) ， 712 G (71 ，仍 ） 和 t /2, jh-i 
e ( rj 2 ,x, +1 ) 使得 


/( rj kl ) = g \ rju ) = /(弘出） 


0 


再依次对/⑴和，⑴使用 Rolle 定理，知至少存在 ee 
， A+1) 使得 


= 0 

而〆 4) (0 = / (4) ⑴一々( 1)4 !，将6代入，得到 


k ( x ) 


/⑷ （6) ， (f G ， i 々+ i ) 


推导过程表明<?依赖于 A ，:^ +1 及 JT 
综合以上过程有 


Rs(x) 


4 ! 


/( {) (^) (x — x k ) z (x — X k+ i ) 


下面建立分段三次埃尔米特插值的误差限.记 I h u ) 为 
(: T) 在[〜幻上的基于等距节点的分段三次埃尔米特插值 
函数. 


x k = a J rkhXk = 0 ， n)，h 


b 一 a 


n 


在区间 [JT，：T/H>1] 上有 


I /(x) — I h ( x ) I 


f ( [) (6) I (x — x k ) 2 (x — x k + i ) 


而最值 




max (x — x k ) z (x — Jc k + i ) 
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第 2 章插值法 


max (x — x k ) 2 (x — x k +i ) 2 
max { / ( s ~ l ) 2 h [ } = T ^ h 1 

o<.s<i lb 


X = JCk H~ sll 


进而得误差估计 


I /( x ) — I h ( x ) I ^ 


384 /2 


/⑷⑴ 


小结 通过做题加深对埃尔米特插值余项和误差估计的理解. 
016. 求一个次数不高于4次的多项式 PU )， 使它满足 P (0) = 
P / (0) = 0,P(1)=P / (1)=1,P / (2) = 1. 

解 满足 H 3 (0) = H 3 ’（0)=0， H 3 (1) = H 3 ’（1) = 1 的 Hermite 插 
值多项式为（其中 x 0 = 0, x 1 = l ) 


H 3 (x)= 2 [H 3 (xj )aj (x) + H-/ (Xj)^j (x)] 


/ = 0 


1 o 


x 一0 

+ ( x - l ) 

x 一0 

L ^ i - o _ 


_1-0_ 


_1-0_ 


2 x 


2 一 x'^ 


设 P (: r ) = H 3 (: r )+ A : r 2 (:r — l ) 2 , 令 P (2) = l 得 


A 


4 


于是 P ( x ) 


lx 1 — x ?) 


X 


(x-1) 2 


x l (x — 3) 


©17. 设 /( x ) = 


1 + 


X 


，在一 5<: r <5 上取77=10,按等矩节点求分段 


线性插值函数 l ( T ) ，计算各节点间中点处 h (工）与 /( I )的 
值，并估计误差. 

分析 本题考察了书中公式 （6.1) 和 （6. 4) 的运用. 


角 ¥ 步长 "=■- - ~ = I 9 Xj 




5 + ih 




5 + f (0< f <10) .在 


77 


区间 [ A ，: r /+1 ] 上的线性插值函数 


I ( h i ) ( x )= f ( x l ) 


X — X 


X, —X 


+/( 


;+1 


X 


X 

OCi 

；•+ 1 



X 


X 


X — X 


1 + x - l + X ^+1 9 


0，1，…，9 
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数值分析同步辅导及习题全解 


分段线性插值函数定义如下 


I h (x) = (x) 


I HI 


X 


X — X 


1 + X? 1 + X/+1 


x G [^/ >i — 


各区间中点的函数值及插值函数值如下 


X 

士 0. 5 

士 1. 5 

士 2. 5 

±3.5 

±4. 5 

/(:) 

0. 800 00 

0. 307 69 

0. 137 93 

0. 075 47 

0. 047 06 


0. 750 00 

0. 350 00 

0. 150 00 

0. 079 41 

0. 048 64 


估计 误差： 

在区间 [ u m ]i 


I /(x) — V h n (x) 


&/(?)( 


;)( 


X — X ； )KX — X ； 


max 

lj — 


广（ : r) I max 

O' 


X — X ； 


)( 


X 


+ 1 


X 


而 


max 

X • 


(x — Xi )( 


X — X 


x = x 


+ sh 


f U ) = - 


2 x 


(1+x 2 ) 2 


，/’ Cr ) 


max I sis — 1) 

0<.s<l 

6x 2 -2 

(1+x 2 ) 3 


4 


令 f \ x ) = ^ Y - T 〈 r ) - =0 得 /( Jr ) 的驻点0，±1，于是 

( 丄 十 : r ) 

max { I f\x) I } =max{ | /"(0) | ， | /’（ ±1) | ， | /" ( 士 5) | } 

故有结论 


/(:c) — C (x) I ^ — X 2 X — = 0. 25 G L^i ，心 +i _ 


右端与 〖无关 ，于是有 

| /( x ) — I h ( x ) I < 0. 25 ，x G [― 5， 5] 

◎ 18. 求 / U ) = x 2 在 [ a ， 幻上的分段线性插值函数 hU )， 并估计 
误差. 

分析 本题的解题过程与第17题类似. 

解 设采用节点= 6,定义 hi = x i+1 — 
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第 2 章插值法 


^77— 1)，h 


0 


max hi 

_ 1 


在[: T ,，： T /+1 ] 上的线性插值函数 


r^ix) = fix；) - ~~^ + /(x i+ r 


x i — Z/+i 


^ /+i — 


2 2 

工 i / 、 I 工 / ~f" 1 / \ 

7—(x /+1 — X) 十一 / ^ {x~Xi ) 
h ； hi 


分段线性插值函数 


J/iU) = J;/ > (士》 出 — ，沿 M+1 


误差 估计： 

I f \ x )— r ,^ ( x ) 


X — Xi ) (x — X/+1 


^4 - ma^; I /" (: c) 

乙 ci^x^b 


max 

X . . 


+ 1 


X — Xi ) \ X 


'/) ( 


Xi 


士 X 2 X 


h 



， : r6 [_JCi ,x 


进而 



I f ( x ) — l h ( x ) I ^ max I f ( x ) — V h l) ( x ) | ^ max 

O^i^n — 1 4 


h 


4 



x 4 在 [ a ， 幻上的分段埃尔米特插值，并估计误差. 

分析 根据区间[«，幻上给出的节点，在每个小区间[1，^ +1 ]上进 
行埃尔米特插值和误差估计. 

解 设有节点…步长 h ^ Xi+i — Xi , 


def 

h ― max hi 

O ^ i ^ n — 1 


在区间[: T z . ， A +1 ] 的埃尔米特插值 


V h n Lr ) =Xi 1 — 


X — X 


X — X 


X ； — X ； 


Xi—X i+l 


+ 4 xf ( 


X — X 


•) 


X — X 


X ； —X 
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数值分析同步辅导及习题全解 






X — X 


^ i +1 


X 




2 



+ 4x；Vi (x — x i+ i 


X — X 




X 


，: [_OCi ,X i+ i_ 


估计误差 


\ f ( x )- r h i ) ( x ) 


^_ y ( 1) x ^2 (^ x _ x _ 1)2 




f u ) (X) 


X 


max 


(X — X ； ) (x 


+ 1 


X 


)1 


24 


X 24 X / 4 1 \ = ^ [: c ,.， jc,+i _ 


对于 //, ( i ) 有 


I f(x) — I ,, (x) I ^ max I /( x ) — 1)^ ( x ) I ^ max ^ 

O^i^n — 1 1 丄 t) 


h ^_ 

16 


©20. | 

给定数据表 如下： 

工 j 

0. 25 0. 30 

0. 39 

0. 45 

0. 53 

yj 

0. 500 0 0. 547 7 

0. 624 5 

0.670 8 

0. 728 0 


试求三次样条插值 S ( x ) ，并满足 条件： 

i ) S / (0. 25) = 1. 000 O ^' CO . 53)=0. 686 8； 

ii ) S "(0. 25) = S "(0. 53)=0. 

分析由书中公式 （ 7 . 11 ) 计算 Mi = 0 ， l ，〜， 4 )， A ， A 7 G = l ， 2 , 
3) .再由 （7. 13) 求得弯距方程组，最后由 （7. 8) 解得 SU ). 
解由给定数据知 

h 0 = 0. 30 - 0. 25 = 0. 05 li , = 0. 39 — 0. 30 = 0. 09 


h 2 = 0. 45 — 0. 39 = 0. 06 

__ /?；_! __ h j 

田 I X/T + h 

rij-i ^rii fi i-\ I fii 


h , = 0. 53 - 0. 45 = 0. 08 

得 







14 
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第 2 章插值法 


"2 


又2 


2 


"3 


建立差商（均差）表 


入3 


4 


0. 25 0. 500 


0. 25 0. 500 


0. 30 0. 547 7 


0. 39 0. 624 5 


0. 45 0. 670 8 


0. 53 0. 728 0 


0. 53 0. 728 0 


1 . 000 


0. 954 0 


0. 853 3 


0. 771 7 


0. 715 0 


0. 686 8 





0 • 920 0 _ sv q 5 q 9 ^ 1 一 


— 0. 719 3 = / [x 0 ，: Ti ：2 一 


-0. 544 0 
-0. 405 0 


-0. 352 5 


―』1，』2，乂 3 一 


2 呼乂 3 赘乂 4_ 


_^3 9-^4 9 - 2^4 __ 


i )已知一阶导数边界条件，弯矩方程组 


14 


2 


3 


5 


14 


2 


3 


7 


2 


5 


2 


4 


X n 


— 0. 920 O" 



— 0. 719 3 

m 2 

6 

— 0. 544 0 

m 3 


— 0. 405 0 

M 4j 


- 0. 352 5 


用追赶法解之得 

M 0 = — 2.027 8 ， M y = -l. 464 3, M 2 = —1.031 
M 3 = — 0.807 2 ， M.i = — 0. 653 9 
三次样条插值函数为 
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数值分析同步辅导及习题全解 


S(x) 




1.878 3x 3 -2. 422 7x 2 +1.859 Lr+0.157 3, xG[0. 25,0. 30] 

0. 801 9x 3 一 1. 453 8x 2 + 1. 568 5x+0.186 3， xG [0. 30,0. 39] 

0. 622 5x 3 一 1. 244 Ojc 2 + 1. 486 6x+0.197 0, xG [0. 39,0. 45] 

0. 319 4r 3 — 0. 834 8x 2 + 1. 302 5x+0. 224 6, xG [0. 45,0. 53] 

ii ) 已知二阶导数边界条件， m u =m 4 = o , 弯矩方程组 


9 


3 


5 


14 


2 


3 

7 


2 


5 




"-0. 719 3" 

m 2 

- 6 

— 0. 544 0 

m 3j 
— — 


- 0.405 0 

— 


用追赶法解之得 


M, 


1.880 9 ， M 2 = —0.861 6 ， M, = -\. 031 4 


次样条插值函数为 


SCr) 


< 


~6. 269 7x' } +4. 702 3x 2 — 0. 205 9:r+0. 355 5 ， xG[0.25 9 0. 30J 

1.887 6x 3 — 2. 639x 2 +1. 996 6x+0.135 3, xG [0.30,0.39] 
~0. 468 9x 3 +0.117 Sx 2 +0. 921 3x+0.275 1, xG [0.39,0.45] 
2.146 7x ,; — 3.413 2x 2 +2. 510 3:r+0.036 7 ， xG[0.45^0. 53] 


021. 若 /( i ) 6 C 2 [ a ，6]， S (: c ) 是三次样条函数， 证明: 




一 /" (: r)] 2 dr 




_S" (: r)] 2 dr 




[广（: r ) — S ^( j：)] 2 dz 


+ 2 


S" (: r)[/" (: r) — S // (x)]dx ： 


ii ) 若 /() = S (： T /) (，• = 0 ， 1 ，…， 7?) ，式中: T / 为插值节点，且 a 
= 1 0 < I i … 7 z = /) ，贝 |J 


V) 


S\x)lf(x)-S\x)^dx = S\b)l/(b)-S\b)^\ 

- S // ( a )[/( a ) - S ' Ca )] 


证明 


[/" (: r) — S" (: r)] 2 dr 


、 i) 


[/" (: r ) ] 2 dr 


v ) 


[^ (x) ] 2 dx — 2 / // (x)S // (x) dx 


、 i) 
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第 2 章插值法 


V) 


[/" (: r)] 2 dr 


、 i ) 


[S^jr)] 2 ^ + 


S" (: r) [S" (: r) — r)]dr 


移项后得 

V; 


[/" (: c)] 2 dr 


n) 


[S" (: r)] 2 dr 


v ) 


[/ /7 (x) 一 S" (: r) ] 2 dr + 2 (x ) — 


n ) 


S^’ (x) ]dx 

n) 



、h 

ii ) 



a ^ 


\_ f \ x ) —/ / ( x)]dx 


n-l 


s r / ( x ) 


"(x) -S'Cx) 


k=0 


々+1 


x k 


f-1 




X,,. 

[/ 7 (x) — S’ （ : r)]S (x)dx 


k=0 J x k 

S"’ {x n )[_f\x n ) — S’ （ : r")] — S" (: r 0 )[/’ （ x 0 ) 




S ， （: T 0 )] 


f-1 




k = 0 


^k+1 I 工 k 


, 1 [/’ （ : r) — S’ （ : c)] dr 


x k 


=^(b)[/(b) - S\b)J - - S\a)J 




k = 0 


A+l 卞 A 


f(x) — Six) 


H~1 


g\b)lf\b) - S r («]- S // (a)[/(a) - S ，（ a)] 


• 37 • 










































第 3 章 

函数逼近与曲线拟合 


内容提要 

一 、概念 

对函数类 A 中给定的函数 / U )， 在另一类简单的便于计算的函 
数类 B 中求函数，使近似 f ( x ) 的误差在某种度量意 
义下最小. 

1. 最佳 一致多 项式逼近问题 

clef 

设 fix ') G C [ a ，6]， 求 P : ( x ) G H t1 span { 1，: r ，… W } 使 

II f - P ： II oo = min II /—II oo 

r , def 

式中 II f~Pn II oo max I /( x ) — P n ( x ) I . 

2 . 最佳平方逼近问题 

设 / u ) ec [ a ，6]， 求 


def 


S x (x) G O span{(^o (x) ,cp x (x), ••- ,cp n (x) } [C[a ，心]，使得 




式中 || /—S|| 2 2 


clef 


S x II 2=min II f—s || \ 

se ① 


[/(jc) —S(x)] 2 i o(x)dx. 


rb 
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第 3 章函数逼近与曲线拟合 


3. 最佳平方三角逼近问题 

取 span { 1 ，(: os : r ， sirur ， cos 2: r ， sin 2: r ，••• cosor ， simxr } 白勺最佳 

平方逼近问题. 

4. 有理逼近问题 


用形如 


R ( r ) 

上 v wn \ ^ / 


deL PnU ) 




k = 0 




k 


m 


最小的 


2 

k = 0 

/( JT ) — R, nn ( x ) || c 

问题称为最佳有理一致逼近，使得 II II 2 最小的 

问题为最佳有理平方逼近. 


的函数近似 /( x ) GC [ a ，幻，使得 | 


、魏尔斯特拉斯 （ Weierstrass ) 定理及伯恩斯坦（ BepHLUTeHH ) 多项式 

1.魏尔斯特拉斯定理 

设 f ( x)e co ，幻，则对任何 £> o , 总存在一个多项式 p (： c ) ，使 


|| f ( x ) — p ( x ) || oo〈e 


在[〜幻上一致成立. 

2. 伯恩斯坦多项式 


B n ( f , x )= 2 

k = 0 


k 

def 

P k ( x ) , P k ( x ) 

n 

n 


k 


x k a - x) n 


—k 


(1) 收敛性若 /( 1 ) 6 [ 0，1 ] ，则 limBI /") ( 


(2) 单位分解 2 

k = 0 


y y^ J p /c (^) ^ (x+x — i) 


k 


k = 0 


(0«1) 


(3) 稳定性 I B n ( f \ x ) I ^ max I f ( x ) 

0<X<1 


II 
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数值分析同步辅导及习题全解 


、内积与范数 


1. 区间[“，幻上的非负函数〆:^若满足 条件: 


( 1 ) 


: r :r) d:c 存在且为有限值 （ 7? = 0，1，…) 


，！) 


(2) 对非负的连续函数 g(x)， 若 g (: r)〆^)^ = 0,则在 [a，6] 

J a 

上 g-(x) = 0. 

称〆: r) 为区间 [a4] 上的权 函数. 

2.设 fix ) ^ g ( a :) G C(a ， 6)，〆：£■) 是 [a，6] 上的权函数，积分 


(/ ， g) 


p ( x ) f ( x ) g ( x)dx 


称为函数 / U ) 与 gU ) 在 [ a，6] 上的内积 
满足内积定义的函数空间称为内积空间. 

3.设 /(x) G C(a，6)， 量 


II 


称为 /(：r) 的欧氏范数. 



*/； 


p ( x ) f 2 (x)dx = \/ ( /， /) 


4. 对任何 /、g 6 C[a，6]， 下列结论 成立： 

(1) I (/，g) 1 2 <(/，/) (此式称为 Cauchy —Schwarz 不 

等 式）； 

(2) ||/+ g || 2 < II / II 2 + II g II 2 (三角不等式）; 

(3) \\f + g \\ l + II f - g\\l = 2 (\\ f \\ l + || g II〗） （平行四边 
形定律）. 


四、正交多项式 


1.定义 

多项式序列 r)}r 如果满足 


(Cpj ? (pk ) 


def 


P 


(pj ( x ) cp k ( x ) p ( x ) dx 
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(0, j^k 

j，k = 0,1,2,- 

|A, >0, j = k 

则称 T )} r 为 [«， 幻 上带权 〆 : T ) 的 正交函 数族 . 这里 cp it U) 
是首项系数不为零的〃次多项式= 0，1，…）. 


2. 正交多项式序列的性质 

(1) 线性无 关性： 中的任意有限子序列均线性 无关； 进 
而，任何不超过〃次的多项式均可以用{%}?线性表出. 

(2) 0 与所有 小于& 次的多项式正交. 

(3) 外在 （ a ，6) 内有々个互不相同的实单根. 

(4) 当是首项系数为1的正交多项式系时有如下递推关 
系 

( pn +\ = (I — %, )%—/?"%「1 (7? = 0，1，2，…） 

式中 

” = ^=0 ，％ = ^^ ，（ ㈣ ） 、 U = l ， 2, …) 

、 (fn ， (fn) ， (p ， 广 \) 

3. 斯密特正交化方法构造正交多项式序列 


^)= \ , cp n 


j=0 Kcpj ， (fj) 


(77 = 1 ， 2 ，…） 


4 .常用正交多项式系 

(1) 勒让德 （ Legendre ) 多 项式是[—1，1]上带权 〆 ： r) 三1 的正 
交多项式，定义为 

P 0 = 1， P 广 ^ y £^{ U 2 —1)"} (” =1，2, …） 

并具有下列主要 特征： 

@( P „, P ；i ) = 2 ^ 2 | _ 1 ，77 = 0，1，2,… 


② ^为偶数时？„为偶函数，〃为奇数时 P ,, 为奇函数. 

③ P „ 在[一 1,1] 内有〃个互不相同的实单根. 


④首项系数为1的勒让德多项式^是所有首项系数为1的 
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数值分析同步辅导及习题全解 


^次多项式集合中在 II • II 2 意义下距离零点最近的元素. 
( 2) 切比雪夫 （ Chebyshev ) 多项式是 [―1， 1] 上带权 p U ) = 

/ 1 ， . 的 正交多项式.定义为 

V 1 — or 

T n (x) =cos(77arccosx) , | x | ^1 

并具有下列主要 性质： 

① T ,,(: r ) 最高次项系数是2»- 1 (^>1). 

② ( T 0 ，丁 0) =丌， ( T n , T „) = y (" = 1 ，2, …). 

③ ^ 为偶数时及为偶函数，〃为奇数时7\为奇函数. 

Oh ——1 

④ 丁,, 在[―1，1]内的"个零 Aw=COS — TT j = l ，2, …， 

/Ln 

7?. 在戽 : =( ： 08^( 々 = : 0 ， 1 ， 2 ， *" ， 7?) 点处交错取最大值 1 ， 

n 

最小值一 i . 

⑤ 是所有首项系数为1的77次多项式集合中在 
II • || OO 下距离零点最近的元素. 

五、最佳一致逼近多项式 

设/( X )是 [ a ，6] 上的连续函数 ，汰 是所有次数不超过;7的多项 
式的集合，在中求 P ,:(: r ) 逼近/&)，使其误差 

max | f(x) — P* (x) I = min | fix') — P l2 (x) 

a<x<b p ri e h ;; 

这就是通常所谓最佳一致逼近或 Chebyshev 逼近 . 

定义 3. 1 P n (x) ^ H n ， / (x) G C(a ,6) 

△(/ ， PJ= || f~P n || oo = max|/(x)-P,(x)| 

为 /U) 与 P„(:r) 在 [a ， 6] 上的 偏差 . 

称 E,,= inf {△(/，_?,,)} inf max | /(x) — (x) | 为 /(x) 在 [a ， 

p n 6 H „ P N eH t a<^b 

6] 上的最小偏差 . 

定义 3. 2 假定 /( x)e ClaM ，若存在厂（ X ) 6 札， 使 
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△ (/ ， P: )=E n 

则称 G (: T) 是 /(X) 在[〜幻上的最佳一致逼近多项式或最小偏 

差逼近多项式，简称最佳逼近多项式. 

六、最佳平方逼近 


1 . /( ： T)6C[(2 ， Z7] 在 ( p = spcin {( p 0 ,cpi ，…， } C ： c[a ， 6 ]上的最佳平 
方逼近 S = a Q ( p 0 + aip 2 +…，系数 U , 是法方程组 



(cpo ，外） 

(cpo ， (fh) 

… (cpo ， (fn 、 


-a 0 ] 


(/，〕） 

def 

G n —— 

(cp”cpo) 

參 

拳 

((fi ， (fh) 

參 

• 

… (<Pl 

• 

• 


ci\ 

參 

• 

• 


(/，） 

• 

鲁 


• 

(cpn ^ cpn ) 

• 

( 外 ， l ) 

• 

… (cp n ，弘 ,）」 


dn A 


• 

(/ ，％ ) 


的解向量，平方误差为 


II d II ^ — II f~s\\l= II /III- 

k=0 

式中内积和2— 范数定义为 

(/ ，茗 .) = fgpdx, || / || 2 = (/，/) + 

J a 

2. 基于正交基的最佳平方逼近 

设 / U ) GC [ a ，6]， 函数族 p 有正交基 

(1) 表达形式/在 f 中的最佳平方逼近 

s x (x)= 2 a k cp k = 2 (•’ ’ ) (p k 

k = 0 k = o ( 科，外） 

平方误差 

uii ^ = ii / ii ，— = ii / ii^-S 

/e = 0 /c = 0 II II 2 

(2) 贝塞尔 （ Bessel ) 不等式 

n 

ii 灼 ii 2 ) 2 < \\f\\\ 

左 =1 

七、曲线拟合的最小二乘法 

对于给定的数据 U ， 30 (〗= 0，1，…， N )， 选取线性无关的函数族 
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数值分析同步辅导及习题全解 


{cpo，cp \ ，•••，,}及权函数 co(x ) ，要求在函数类 p = span {^) 0 ,cp x , 

…， Cp m ) 中寻找一个函数〆 (x) = ao (po +ai (pi H - \-a*(p m (m 〈 

N)， 使 

N 

[^(心） [乂. 一 〆 (x z )] 2 = min 

i = 0 

上式是 w + 1 个变量 a。 ，…， a, 77 的二次函数 


N 


in 


I(a 0 9 ai , ••- ^a m ) = 


i = 0 


yi — y ^ cikcp / A ^ i ) 

k=0 


的极值问题，由多元函数极值的必要条件可知 < ，…，< 是 
方程组 


(Cp Q ， (p Q ) (” ，仍） … ((po ^ cpm ) 


a 0 



(cpi ^0 ) (cpi ^ (pi) … (cpi ^cp m ) 

• • • 

• • # 


Ui 

參 

• 


(cpi ， y) 

• 

• 

• • • 

(fm ，抑） ((p f n ，妁） … ( Cp m , Cp m ) 


• 

dm 


• 

(cpm ， y) 


的解，其中 


N 


( cp k ^cpj) = Co(Xi)(p k (Xi) (Pjixj ) 




/ = 0 
N 


(j，k = 0 ， 1 ，… ,m ) 


(cpk ^ = > : co(\T j^) y i(p /, 9 


/ = 0 


此方程组称为法方程组，其系数矩阵是对称正定的. 

若外 （JC) = X k ,(k = 0 ， 1 ， … ，777) ,Qj(x) = 1 , 则拟合函数为 


cp v< {x) ― ^ a k xk 


k = 0 


此时法方程组为 
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N 

N 


N 

m ： ■響 

N 


… 1 


一 n 


； 一 1 


/ = 1 

i = i 


a 0 


I —— 1 

N 

n 

N 




N 

交工 i 
/ = 1 

/ = 1 

… S # 1 

i = 1 


a l 

• 

• 


Zj^iyi 
/ =1 

N 

n 

N 


• 


• 

• 

• 


^>r +1 

… 


^ m 


N 

/ = 1 

i=\ 

i = 1 


Tj ^'y' 

毳 r% 


若用 cpo ，,，…， ( p t n 构成 N x (m + 1) 矩阵 A ，即 

cp 0 (xi) cpi (xi ) … cp m (xi) 

^ = ^ 0 (^ 2 ) (pi (^2 ) … Cpm 、 工 2 、 

拳春 _ 拳_籲 • • • 籲__ 

( p 0 ( X N ) (pi ( x N ) … cp m ( x N ) 

向量 a = ( a 。， a ! ，•- - a m ) T ,y = ( 3 ；! 9 y 2 ，…: y N ) T ，则法方程写作 
A T A a = A T y . 

八、帕德 （Pad 6) 逼近 


定义 3. 3 设 / U ) 6 ^^ + 1 (—〜《)，〜="+777，如果有理函数 


Rnm (^) 


a 0 + aj x + ••• + a„x " def P lt ( x ) 

1 + + … + b m xQ m ( x ) 


其中 P ,,(: r ) 与 Q ni ( x ) 无公因式且满足 

P^(0)= 广 （ 0) (k = 0,1,-,N) 

则称 Ux ) 为函数 fU ) 在 : r = 0 处的⑺）阶帕德逼近. 

典型例题与解题技巧 


【例 1 】求函数/( 1 ) = 71 +/在 [ 0 , 1 ] 上的一次最佳一致逼近多项 

式，并求其偏差. 

解题分析本题考查的知识点是函数逼近中的最佳一致逼近. 


解题过程因 /( 1 )= 1 / 71 ^^，/( 1 ) = 1 /( 1 + 1 2 ) 3 / 2 ,所以在[ 0 , 

1 ] 上 / u ) 恒为正， 
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数值分析同步辅导及习题全解 


古女由公式 II /— p ,;1 oo = min II /— II oo 知 


a \ 


/( 1 )-/( 0 ) 


V^-1^0.4142 




由 / ( x 2 ) = X 2 I ^/ l+xl = 4 l — \ ，得 


且 

所以 


a 0 


oci 



1/2 


2 


〜 0. 4551 


f ( x 2 )= ^ 1 + xl ^ l . 0986 


[/(0) +/( x 2 )] — «! 0~^ J2 ^0. 955 


于是得到 /(： r )= yi + X 2 在 [0，1] 上一次最佳一致逼近 
多项式 

Pi (jc) =0. 955 + 0. 4142x 
又因区间端点必属于 Chebyshev 交错点组，故 
A(/,Pi) = max I fix) —Pi \ 

0 < x<l 

= |/(0)-P 1 (0)|=0.045 

【例2】求下列函数的三次最佳一致逼近多项式 

( 1) f(x) = 2x ! ，: c e [ — 1 ， 1]; 

( 2 ) /( x )= x 4 , xG [ 0 , 2 ]. 

解题分析 本题考查的是函数逼近的三次最佳一致逼近多项式. 

解题过程 （1) 设: r 4 的三次最佳一致逼近多项式为 P 3 (: r ), 于是： r 4 

一 P 3 (： r ) 是[一 1,1] 上距离零点最近的首项系数为1 
的四次多项式，故有 

x [ — P 3 (x) —— T 4 (jc) = -5-[8x l — 8 x 2 +1 ] = x 4 — oc +-5 - 

O O 


P 3 Cr) =x { 




于是知 /(： r )=2: r 4 的三次最佳一致逼近多项式为 

2 P i U ) = 2 x 2 ~^~ 
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【例3】 


分析 

证明 


def 

⑵令 x=t+u-i^t^i),fu) = (t+iy —g(0 
由 g(t)=t A +At 3 + 6t 2 +At+l 在 [―1 ， 1 ]上的三次最 

佳一致逼近多项式 

P 3 (t)=g(t)-T 4 (t)=g(t)=g(t)-^l8t A -8t 2 + l^ 

o 


= it 3 +7t 2 +it+^ 

O 


知 / Cr )= x 4 ，: rG [0,2] 上的三次最佳一致逼近多项式为 
P 3 ( x -1)=4( x -1) 3 + 7( x -1) 2 +4( x -1)+^ 

o 

= 4 x 3 — 5 x 2 +2 x — 4~ 

o 

证明首项系数为 1 的正交多项式系 {&};= 各项间有 
如下三项递推关系 

gi =x — a 0 卜⑴ 

A+i — — otk)gk — ^k-igk-i (k = l ,2 9 •••) 

其中 w = ^ i ^，々 = 0 ， l ，2，.” 

(gk ^ gk ) 

n — ( A ， 以） ,o 

&「 i — Z 7 r -- —"1，2，". 

V ^^-1 ^ Sk -1 ) 

本题目要求论证的是首项系数为 1 的正交多项式之间的递推 
关系. 

利用正交多项式系的三项递推关系，对于首项系数为1的正 
交多项式有 

Sk+i = (x + /? ； , ) g k + c k -ig k ~i 9 々 =1 ， 2,… （ 2) 


其中心 =ASfA 严， q 


— 1 


Qgk ^ gk ) 


(心 — 1 ， gk — 


让等式 （ 2) 两端和 & 正交，利用正交性得到 


0=((x + b k )g k ,g k ) 


即 b k = ~ 


(^gk ^ gk ) 
(gk ^ gk ) 


Oik 


j = l ， 2 , 


^ k-i 


拳 _ 籲 
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数值分析同步辅导及习题全解 


将带入式 （2 ) 即得到式 （1) 的第三个等式. 

利用题目条件，必然有#。= 1 ，设 一么利 用内积的性质 
以及正交性有 


( 幻，客 ，0 ) = (^go—dgo ，go ) = (^rgo ^ go ) ~d(go ^go^=0 

进而解得，于是式 （ l ) 的其他两个等式得到 

(go ，茗 .0 ) 

证明. 

【例4】已知函数值表（见表3 — 1)，试用二次多项式 ^ = c 0 + c 1 x + 

c 2 x 2 按最小二乘原理拟合这组数据. 

表 3-1 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

0 

1 

2 

1 

0 


解题分析 求解本题可以采用3种方法.第一种是用最佳平方逼近 

法直接写出法方程组，通过求解法方程组得到需确定的 
多项式系数；第二种是将多项式拟合问题归结为求解矛 
盾方程组 Ax = b 的最小二乘解，这时需求解方程组 
A T A:r = AV ; 第三种方法是首先构造关于离散点集的正 
交多项式，再写出最佳平方逼近多项式. 

解题过程 第1步，建立关于节点集{一2, 一 1 ，0，1，2}的正交多项式 


尔，共 T 1 V V =丄 ,V I V 一： T ^ U 

第2步，写出最佳平方逼近多项式 


P 2 (x) 


(: v ， yo ) 

(cpo » cpo ) 


(: y ， 9i ) 

(cpi 


)91 


(: y ，灼） 

(Cf2 ^2 


)^2 




-6 


+ 2) 


58 3 , 

= -——— x 

35 r 

上述多项式就是所要求的最小二乘拟合多项式，即有 

3 ； =P 2 (x)=||—yjc 2 
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【例5】用 Chebyshev 多项式求#在[一 1， 1] 上的最佳平方逼近多项式. 
解题分析本题考查了最佳平方逼近多项式的求法. 

解题过程利用 Chebyshev 多项式系，可以得到区间[一1，1]上的函 

数 /(X) 对应于正交多项式系 {7 ； (1)}(77 = 0，1，"_)的广 
义 Fourier 级数 


/( I )= 



a 0 T 0 (x) 


a x T y (x) 


a 2 T 2 (x) 


+ … 


oo 

= ^+YjU k T k (x) 

其中 a , = AT f LT ) T ^ ( j :) d^k = 0, U - 

丌 」- 1 ^1 - X 2 

如取上述级数的部分和 

n 

S„(jt) = ^ + 

乙 k = \ 

则 S „( x ) 实际上就是 /(X) 在线性空间少= spaMT 。，^ ， 
…， Tn } 中的最佳平方逼近多项式. 


/(X)=〆 的 Chebyshev 展开式的前几项的系数如下表所示 . 


k 

0 1 

2 3 4 5 

Clk 

2. 532132 1. 130318 

0. 271495 0. 0443368 0. 00547424 0. 00054293 

利用这个系数表，可以求得 e 在[一 1 ， 1 ]上的一次和三 


次最佳平方逼近多项式分别为 

SiCx) = 1.266066 + 1. 130318x 

S 3 (x) = 1. 266066 + 1. 130318x + 0. 271495(2/ — 1) 

+ 0. 0443368(4/ — 3x) 

= 0. 994571 + 0. 997308x + 0. 54299 jc 2 
+ 0. 177347x 3 

【例6】求 /( x ) = \ nx,x G [1，2] 上的二次最佳平方逼近多项式及 

平方误差. 

解题分析 本题考查了最佳平方逼近多项式的求法以及平方误差 

的确定. 

解题过程 取少= span { 1 , x , x 2 } , [a ,6] = [1,2] , p ( x ) = 1. 
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(/ ， g) 


*2 


f ( x ) g ( x)dx 


( 1 ,/) 


r *2 


lnidr = 2 ln 2 - 1 = 0. 386294 


(: T ，/) 


"2 


xlnxdx = 2 ln 2 — — = 0. 636294 




*2 


x z lnxdx = — ln 2 — — = 1. 070615 


( 1 , 1 ) 


^2 


d:r = 1 ， （1 ，: r ) 


^2 


xdx = 1. 


rz 


(m 


X 


dx 


， (x 


^2 


X 


dj ： 


(x 


， 2 15 

x ax = 丁, 


x 


"2 


X 


cLr 


31 


这样得到法方程组 


3 7 15 

^ y t 

7 15 31 


a 0 


Ui 


a 2 


2 ln 2- 1 


2 ln 2- 


— In 2 - 


解之得 


a 0 


1. 142989，^ = 1. 382756, 


a 2 =一 0. 233507 

所以 f(x) = lnx 的最佳平方逼近多项式为 

P 2 ( x ) =- 1. 142989 + 1. 382756 x - 0. 233507/ 

平方误差为 

2 

U II ^ = II f-Pz II ^ = (/，/) — 2屮(/，） 

7 = 0 

= 0. 1883173 — 0. 1883136 ^ 0. 4 X 10— 5 
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历年考研真题评析 


【题1】 （东南大学2006年）设 M 2 = span { 1 ， i 2 } ，试在 M 2 中求 fU ) 

= k | 在区间[一 l ， l ] 上的最佳平方逼近元. 

解题分析 本题考查了最佳平方逼近元的求解. 

解题过程 设^)(^) = 1， 1 (1)=1 2 ，/(1)在风中的最佳平方逼近元为 

P{x)=a 0 cp 0 {x) -\-aicp\ix) 

则^和 ai 满足如下正规方程组 


C(p 0 ,(p 0 )((p 0 ^(pi^ 


ao 1 


( %， /) 

_((fi(cpi 一 


«ij 





解得 


_15 

^ 1 9 ^0 

lb 


16 


所求最佳平方逼近元为~)^+^ 2 . 


【题2】 （厦门大学2006年）证明定义于内积空间 H 上的函数（/， 

/#( V /6 H ) 是一种范数. 

分析 本题考查了范数的定义. 

证明 正 定性： （/，/)士>0，当且仅当/=0时（/，/)士=0. 

齐次 性:设 a 为数域 K 上任一数，有 

(a/ ， a/)+ = [而 (/，/)]+= W (/，/) 士 

三角不 等式： V/^GH 

(/+g ， /+g) = (/，/) + (/ ， g) + (g，/) + (g ， g) 

= (/，/) + (/， g ) + (/， g ) + ( g ， 名 .） 

= (f,f)+2Re(f,g) + (g,g) 
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数值分析同步辅导及习题全解 


<(/ ， /)+2| (/，gO I +(g ， g) 

<(/，/)十2(/，/)去 ( g ， g ) 去 + ( g ， g ) 

(柯西一施瓦茨不等式) 


= [(/，/) 士 + ( W ) + ] 2 


于是有 （/+ g ，/+《) + <(/，/) + + ( g ， g ) 士 

故（/，/)+是 H 上一种 范数. 

【题3】 （西南师范大学1995年）利用正交化方法求[0，1]上带权 p 

(x)=ln 丄的前三个正交多项式 PoCx)^! (x),P 2 (x). 

X 

解题分析 本题考查了正交化方法与正交多项式的求法. 

解题过程 p ( x ) = In 丄 =—lrur ， 利用公式 

x 

P 0 (^) = 1, Pi (x) = (a: — a ： )P 0 (x) 

P 2 (x) = (x — a 2 )P\ — (^iPo(x) 


( Pi , Pi ) 


(^ Pk ， P 々） 


怂 = (Po.Po) ' ak+1 = (P: ， P:) 


，k = 0，1 


以及内积定义 （/ ， g )= 〆 工) /( 工) g ( x ) dx , 得 

Jo 


( P 0 ， Po ) = 


lnxdx 


o 


再由 


( xPo ^Po ) 


Inx • xdx 

o 





( xP 0 , P 0 ) 
( Po . Po ) 


^ Pi ( x ) = X 



( Pi , Pi ) 


( — lnx ) ( x 






) 2 dx 


0 


144 


( xP ^ P .) 


( — \ nx ) x(x 


o 



13 

576 


得 


UPi ,Pi) — 13 n _ (Pi,Pi) _ 7 
(P 19 Pi) — 28 _ (Po.Po) — 144 
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第 3 章函数逼近与曲线拟合 


课后习题全解 


Ol. fU) =3 出导 1 ，给出 /(1)[0 ， 1] 上的伯恩斯坦多项式氏（ / ， 1) 


及 b 3 ( f，x). 

n 

解 = 2 


k = 0 


k 


n 

n 


k 


x k (l—x) n 


—k 


当 7? = 1 时 


B x (/，： r ) = /(0) 


X 


0 


(1— I) 1 — 0 + /(l) 


X 


(l — x) 


1-1 


丌 


0 + sin — X 1 X x X 1 = x 


当 77 = 3 时 


B 3 ( f,x) 


X 


0 


(1 一： T ) 


3-0 


+ f 


X 


l a - x ) 


i 


X 


(l — x) 


-2 


X 


(1-x) 


-3 


= 0 + sin X 3 X x(l — x) 2 + sin 冬 X 3 


7T 


X x 2 (l — x) + sin X 1 X x" X 1 = x' J) 




3 V3 


X 2 3V3 ~ 6 +xX 


- 0. 098 076 2x 3 - 0. 401 924x 2 +1. 5x 


- 53 - 






















































数值分析同步辅导及习题全解 


◎ 2•当 f ( x ) = x 时，求证 J 3„(/， x ) = x . 

分析利用伯恩斯 公式氏 （/，: r ) = 2/- 


k = 0 


n 

k 


P (1 —: t)h 会有 


( x ) = x ， 代入 BAf ， x ) 中即证得原 命题. 


证明 B ；( (/, x ) = 2 


k = 0 


s 


k = 




k = 


k 


n 


n 

k 


x 


k 


(1 -x)^ 


— In UH 1 — x ) 
n 


k n (n —— 1) • • • (77 ―是 + 1) k 


n 


k \ 


xH 1 — x) n 


—k 


[S 


(77 — 1)(7? — 2 ) • • • ( 77 — 焱 + 1) 


k = 




X 


(1 


IX 


] 


m = k —— 1 


f-1 


2 J 

- " 7=0 


(n — 1)(7? — 2 ) • • • ( 77 — 1 — 777 + 1 ) 


X 


m 


a - xy n 




X 


X 


+ (1 — I )?— 1 


X = X 


03. 证明函数 1，： T ， …， X 〃线 性无关 
证明只须证明如下等式 


Co + Qx + Qx 


• …+ C n x ” = 0， \/ x ^ R 

只有零解 C=(C Q ， Ci … ， C,,) T = 0. 为此，分别取 VQ = 0 ， 1 ， 
2, ） ，对上式两端在[0，1]上作带权 〆 : t ) e 1 的内积，得 


2 


2 


3 


3 


77 + 1 


77 + 2 


77 + 1 77 + 2 77 + 3 


277 + 1 


Co" 


"o " 

C, 


0 

c 2 

• 


0 

• 

籲 

• 

• 

c„ 


• 

0 


该方程组的系数矩阵为希尔伯特矩阵，且该系数矩阵对称 


• 54 • 



























































第 3 章函数逼近与曲线拟合 


正定非奇异，故只有零解 c =0. 因此函数族 l ， i，:r 


•• ^ x 


线性无关. 


◦ 4 •计算下列函数 / U ) 关于 C [0，1] 的 || / IU ， || /||】与 || /|| 2: 






X 


解 


(3) f ( x )= x m a - x) n ,m 与7?为正整数， 

U ) f ( x ) = U + l ) lo e -\ 

(1) f ( x ) = 3 (x — l ) 2 <C 0 G [0，1] 故 f ( x ) 单 调减. 


II /II 


max 

0«1 


(x — l ) 3 I = max{ I /(O) I ， I /(l) I } 


II 


I /( x ) I dx 


o 


(1 — x ) " dx 


o 


II 


( 2 ) || /|| 


■Jo 


f 2 ( x)dx 


T 


(1 — x ) 6 dx 


0 


T 


V 7 


max 

o«i 


X 


2 


ma 4 I /( O ) I ，/ 


，丨 /( l ) I L 


II 


II/IN 


⑶ || / 


1 

1 1 fU) 

dx —— 

* 

T 

1 

— X 


0 


0 

2 


dx 


4 


一 

*1 ■ 

T 


1 

f 、 

2 一 


f z ( x)dx 



丄 

1 

X ^ 

dx 

■ %/ 

o — 



0 

2 

、 / 



/» t n 


n m 


77 + 777 + 1 ) ! 


T 


5 


6 


ll / ll 2 


( 277 ) ! ( 2 / 77 ) ! 
[ 2 ( 7 ? + 777 ) + 1 ] ! 


(4) || /|| c = 4 /e 
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数值分析同步辅导及习题全解 


II /II 2 = 5-10/e 

/II = 7(3/4 —4/e 2 ) 


0 5 . 证明 

证明 


g II >11/11 


g 


f 


g + g II ^ II f~g II + II g II ，于是有 

II / II - II II < Wf-g 


06. 对 /(:r) (: r) 6 C 1 [a ， 6 ]，定义 




a 


(2) (f\g) 


f 、 i ) 


f (x)g\x)dx ^ 
\x)g\x)dx-^ f{a)gU). 


问它们是否构成内积 . 

证明 （ 1 ) 取 f\x) = 1=^0 ， /(: c) 6 C 1 [a ， 6 ]，由 


(/，/) 


、 i) 


/ (x)/ / (x)dx 


知正定性条件不满足，也就不构成内积 


、!) 


(2) 正定性 (/，/)= [/(x)] 2 dx + / 2 (a) > 0 




若 (/，/)= 0 则有 = 0 和 /(a) 




lfU)Jdx= 0^>/U) E 0^ f(x) ^ COnst 


f(a) 


0 


=>/(1)三 0 

正定性得证 . 

对称性 (/ ， g) = (g,f) 
齐次性 (af,g) = a(f,g) 
是显然成立的 （ a 为实数 ）. 

设 ./ ， g ， △ 6 C 1 ， 6 ] ，则 


(f+gj^ 


、h 


[/ + g]Vdr + [/U) +g ， U)]/iU) 


/’/i’dr + f(a)h(a) 


g(a)h(a) 


! ， g f h f dx 
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第 3 章函数逼近与曲线拟合 


综合以上四点知定义 （2) 构成 C 1 [ a ,^] 上的内积. 

©7. 令77 ( x ) = T n ( 2x — 1 ) G [0 ， 1] ，试证 { 了：（ I )}是在[0，1] 


上带权 〆 : c ) = 


V X 


的正交多项式，并求77 (: r)，Tr (: T )， 


x 


7 Y Cr )，7 Y ( x ). 


分析 易知 { T : ( x )} 有切比雪夫多项式的特点，作代换将权 


P ( x ) 


证. 


V X 


改写成 P (^) 


X 


VI 


，原命题即得 




X 


证明 


0 


T : ( x ) T,l ( x ) f )( x)dx 


T n ( 2 x - l ) T /? 1 ( 2 x - l ) 


dx 


0 


= 2 x-l 


T nl ( t ) 


V x 


dt 


x 


—1 


VI 






0, 


丌 


丌 


n ^ m 


n = m 


n = m 


v X 


的正交多 


故 {77 (:r) 是 [0,1] 上带权 p{x) = 

项式. 

T 0 (x) = 1^>Tq (x) = 1 

Ti (x) =x^>Ti (x) = 2x — l 

T 2 (x) —— 2x z — h 了 2 * ( 工 ）= 2(2x — 1 ) 2 — 1 —— 8x 2 — 8x+1 

T 3 (x) =ix ?i — 3x=>T 3 x (x) =4(2x — 1) ' — 3(2x — 1) 


32 x ' — 48. r 2 + 18 x — 1 
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数值分析同步辅导及习题全解 


◎ 8. 对权函数 〆 : r ) = l +: r 2 , 区间[―1，1]，试求首项系数为1的正 
交多项式 ^ ; ( x ),^ = 0, l ,2,3. 

分析 解题时要注意观察给出的多项式是否可以作变换化为已知 
的正交多项式. 


解 定义内积 （/， g )= f ( x ) g ( x ) p ( x)dx 

%y 1 


cpo (1) = 1 ， 


OCo 


(xcp 0 ) 0 ) — 0 

() 8/3 


0 


cp\ () == (x (Xq) cpo == ^ 


CC\ 


A 


{xcpi j(pi ) 

(妁 ，妁） 

(cpi ，妁） . 
(^0 ) 


0 


16/15 


16/15 _ 2 
8/3 — "5 


Cp 2 (x) = (x — ai )cp\ —/?! Cpo = X 


5 


Oil 


A 


(^2 ^Cp 2 ) 
( 炉中） 

(y 2 ， (p2 、 _ 

(cpi ^cpi) 


0 


136/525 

136/525 


16/15 


17 

70 


Cp'i (x) = (x 


Oil 


)^2 — ^2 Cp\ = OC 


14 


X 


◎ 9. 试证明由 U n (x) 


sm 


(77 + 1 ) arccosx ] 




给出的第二类切比雪 




X 


夫多项式族 { W ,;(： r ) } 是[一 1，1]上带权 〆 :^ = v 1 — X 1 的正交 
多项式. 

分析 u n { x ) 中含 arcosjr 项，若直接正交则比较麻烦，必须通过 

变换简化多项式. 


证明 


U 


— 1 


； ? ( x ) u m ( x ) p ( x)dx 


arccosx 


丌 


o 


sin ( 72 + 1 ) dsin(m + 1 )6 dd 


def 


J ( 77 ? 777 ) 


当 


n — m 


时 


58 































































第 3 章函数逼近与曲线拟合 


7 ( 77 9 777 ) 


兀 I 

0 




cos2(7? -\- 1)6 


dd 


丌 


当 


n 子 m 


时 


I(n ， ?n) = 


sin(7? + l)^d 


o 


COs(/72 + 1 )(9 
"7+1 


— COS ( 777 + 1)6 


7T 


"7+1 


sin(?7 - 1)6 


0 


n 


+ 1 


o 


"7 + 1 


cos(77 + Dddcos (m + l)6dd 


n + 1 cos(n + l)6d —+ 1 ) 没 


m ~r 1 


777+1 


77+1 


丌 


(m + 1 ) 


cos (77 + 1 ) 汐 sin(7? + 1 )(9 


0 


n 


+ 1 


772 + 1 


丌 


0 


sin(77 + l)ds\n(?n + l)ddd 


n 


m 4 


I(n 


于是 I(?um) 


正交性得证 . 




77 + 1 
777 + 1 


0 ,进而 I(n ， m) 


O10. I 证明切比雪夫多项式 7 ； (: T ) 满足微分方程 


(1 - x 2 )TlU) - xT\^x) + jrTAx) 


0 


证明 T n (x) =cos(77arccosx) 


T f n (x) = sin(7?arccosx) 


n 


VI 




X 


T\ (x) = cos(narccosx) 


n 


sin(77arccosx) 


nx 




x 


(l-x 2 ) 3/2 


7T t / 、 ， X 




X 


T ;? ( X ) + 




X 


xT r u ( x ) 


于是通过两边同乘 1 




X 


并移项得到 


( 1 — x z — xT f n (x)-\r n z T tl (x) = 0 
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数值分析同步辅导及习题全解 


◎11 .假设/( I )在 [ a ， 幻上连续，求/( I )的零次最佳一致逼近多项 

式. 

分析 由闭区间连续函数性质知，存在, x 2 e [ a ,. 6]，使得 


证明 


max /( x ) =/(: Ti ) 和 min f ( x ) = f ( j：2 ) 成立 

\_a [a ^b~\ 

M = max fix ) ^ m = min /( x ) 

•T 6 [a ， 6] [_a J)~] 


取 P 


0 




( M + m ) ，则有 


max I f ( x ) — P 0 I 

a^jr^h 

而由 


max { I M — P 0 I , 


m 


Poll 


M - P 0 =— ( m - P 0 )= 


M 


m 


知 


f-Po I 


M 


m 


2 


进而有 A 和： r 2 是 P 。 逼近 /( I ) 的两个交错的偏差点，由 
切比雪夫定理知 h 就是/( I )的零次最佳一致逼近多项 

式. 


◎ 12. 选取常数 a ， 使 max 

0«1 


: T 3 — M I 达到极小，又问这个解是否惟 


? 


分析 常数《虽然是未知的，但是可以借由最佳一致逼近多项式 
确定 

解 由于: r 3 — ax 是[一 1，1]上的奇函数，故 


max | x 

0«1 


ax 


max I x '' — ax 1 = 

— i«i 


I = || ( x ' ~ ax ) —0 || co 


要使上式达到极小，即求 0 在[一 1，1] 上的三次最佳一致逼近 
多项式.由切比雪夫多项式的性质知 


X 


= T 3 (x) = — (4x 3 — 3x) 


时 || P —ax — 0 || oo 达到最小，故 a = 

由最佳一致逼近多项式的惟一性知 a 也是惟一的. 
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第 3 章函数逼近与曲线拟合 


©13. 求 /( d^siar 在 q ， 71 
分析直接根据公式 


上的最佳一次逼近多项式，并估计误差. 


Pi (x) =-^-[/(a) + / (x 2 a\ (x 


an ~ x 2 


求出各未知量 


代人 Py(x). 


次导函数 f ( X 、= ( sinx ) 


sinx 当 : r G [0， j ] 时不变 


号，故 /( B 的最佳一次逼近多项式为 


Pi (x) 


, / 

丌 

一 /(0) 

/(0)+/( x 2 ) 

2 

2 十 

> 

丌 



X 


0 + x 2 


] rf ( x 2 )+~ 


丌 


X —^ rX 2 


/ 

丌 

o 

一 /(0) 

x 2 ) — 

乙 



丌 


0 


—，即 COSX 2 

丌 


i 求得 

丌 


x 2 =arccos —— ^0. 880 689 


丌 


f ( x 2 ) = sm 


arccos 


丌 


^0. 771 178 


将以上数据代入 Pi (: r ) 得 


PiCx) = —x + 0. 105 257 


丌 


误差 


II sinx — Pi ( x ) || 



。= I sinO - P ^ O ) I = 0. 105 257 

e r 在 [0，1] 上的最佳一次逼近多项式. 

分析同样是求出& r ) 中各未知量再回代入 Pi ( x ). 

解 fU ) = e ^ 在[0，1]上不变号，它的最佳一次逼近多项式 
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数值分析同步辅导及习题全解 


Pi (x) 


/(0)+/(1 2 ) 丄/(1)-/(0) 
2 


x 


0 + x 2 


[l+/(x 2 )] + (e-l) 


x 


OCl 


x 2 满足方程 


f ( x ? ) 


/(l) -/(O) 




即 


e" 2 =e —1 


解之得: r 2 = ln ( e — l ) ， f ( x 2 )= e ^ = e ~ l . 这样有 


Pi(x) 


e 


十 （ e-1) 


X 




ln(e — 1) 


(e — l)x + —[e — (e — l)ln(e — 1)] 



15 .求 /( x )= x 4 + 3 x 3 - l 在区间 [0，1] 上的三次最佳一致逼近 


多项式. 

分析 /(: c ) 缺少1次项和2次项，须通过变换化为标准形式 

解作变换 ： r = i + 各，(一 1«1)，得 


/(^) 


t -\- 1 


4 


+ 3 (宇 




震⑴ 


=+ 10 1 3 +2 At 2 + 22 t ~ 9 

16 g (?) 是首项系数为 1 的四次多项式，记它的三次最佳一致 
逼近多项式为 P 3 (0, 这样 


II l 6 g ( t )- PAt ) || 


II [16g ⑴ 一 P 3 ⑴] — 0 || 


OO 


达到了最小.利用切比雪夫多项式的性质知 


16 g ( t )- P 3 (0 = T A ( t ) 


~_ St A - St 2 + 1] 


P 3 ( t ) = 16 g (0 - T 4 (0 = 10 i 3 +25^ 2 +22? 


73 
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第 3 章函数逼近与曲线拟合 


g 的最佳一致逼近多项式为4尸3 (〖），进而/(^)的最佳一 

致逼近多项式为 

YgP 3 (2 ： r—1) 


]~0 10(2 x — 1)° +25 ( 2 x — 1 ) 2 +22(2 x — 1 ) 



= 5 x 3 



129 

128 


小结本题的难点在于原函数 f ( x )= x A +3 x 3 缺少1次项和2次 
项，必须作变换使新式子 gG ) 中含1次项，2次项首项系数 
为1，这样就方便使用已知正交多项式去逼近. 

• 16. /(: c ) = | x | ，在[一 1，1]上求关于 ^>= span{l , x 2 ，: r 4 } 的最佳平 
方逼近多项式. 


分析已知一组正交基抑，0，％，可求出法方程的系数矩阵为非 
奇异对角阵，然后求出方程的解. 

厂1 

解 内积 （ f ， g ) = /(: r ) g ( x ) dr •记 外 = 工 1 = x 2 , cp 2 = x \ 


利用内积定义有 

2 

( 抑，抑 ） = 2， ( cp 0 = — , ( ( fi ) ^( p ?_) = 


^(p^cp Y ) = —, 

(/ ， _ ) = 1 ， 
求解法方程组 



( cp 2 ^ cp 2 ) = 



(/，灼 ） 


(/， 2 ) = 4 





a 0 

Ui 



a 2 
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数值分析同步辅导及习题全解 


得 


Clo 


15 

128 


^0. 117 187 5 ^! 


105 

"6^ 


^1. 640 625 


1 0 只 

a 2 = -^^~0. 820 312 5 
/(： r ) 的最佳平方逼近多项式为 

a 0 (po ~\~ai cpi -\- a 2 ( p 2 = 0 . 117 187 5 + 1. 640 625 x 2 — 0. 820 312 5 jc 4 
小结掌握利用正交基求函数的最佳逼正多项式的方法. 

◎ 17. 求函数 /(: r ) 在指定区间上对于① = span { l ， x } 的最佳平方逼 
近多 项式： 

( l )/( x ) = —, xG [ l ,3]； (2)/( x ) = e %[0， l ] ; 

X 

(3)/(x) = costcx G [0,1 ]； (4)/(x) = \nx , [1 ， 2]. 

分析作为示例对 （1) 和 （3) 分别通过求解法方程组和借助已知的 
正交多项式来建立最佳平方逼近多项式，其它解法参阅前 
面例题. 

解 （1) 内积 (/， g ) = /( T ) g ( x ) dr . 通过积分计算有 

J 1 

(1 ， 1)=2， (1 ,x) =4, (x,x) =y- 

(/ ， l) = ln3 ，（ / ， i)=2 


解法方程组 


一 2 4 1 


Clo 1 


ln 3 

, 26 





I 4 I 」 


a\ 


2 



a 0 = fln3 —6 〜 1. 140 978. 化 =3 —3ln3 义 一 0. 295 836 

Lj 

(2) 过程参见前题， Sr ( x )= 0 . 187 8x + l. 624 4. 

(3) 对 /(x) = c OS 7rr ， :re[0 ， l] 做线性变换 + 即 


/(^) 


COS 丌 ： T 


COS 


def 


丌 


g ( t ) ,t g [— i ， i ] 


利用勒让德正交多项式 Po ( t ) = l , P l ( t )= t 为基建立 
g ( t ) 的一次最佳平方逼近多项式 


• 64 • 



































第 3 章函数逼近与曲线拟合 


cp(t) = )、 -n ⑴ + 父.， p :、 Pi ⑴ 


( PcPo ) 


( Pi . P .) 


PoiO + ^^P^t) 


2/3 


12 

~ 2 " 

丌 


的最佳平方逼近为 


cp(2x — 1 ) 


12 


t (2 x -1)^-0. 243 170 8 x + l . 215 854 


丌 


(4) 过程参见前题， Sr ( x )=0. 682 2 x -0. 637 1. 



sin 导^， 在[一 1 ， 1] 上按勒让德多项式展开求三次最 


佳平方逼近多项式. 

分析按勒让德多项式展开之后，利用逐个正交化的方法构造正 
交多项式序列. 

解记 { Pn ) T 为勒让德正交多项式 


(P”，PJ 


Pl ( x)dx = 7 ———, 
-1 Zn ~r 1 


n 


0 , 1 , 2 , 


(P 0 ，/) =0 ， (Pi 9 /) 


丌 


(P 2 ，/) 


(P 3 ，/) 


48( 丌 2 — 10) 


丌 


fU ) 的三次最佳平方逼近多项式为 


( A ，/) 

QPj U 


2 



O + Hp^x) +0 + 

丌— 


168( 丌 2 - 10) 


丌 


4 


P 3 ( X ) 


12Q ( 21 r 2 - 2 ) ,+ 42Q ( - 2 r 1Q) , 


丌 


丌 


^ 1. 553 1913 x 一 0. 562 228 5 x 


19. 观测物体的直线运动，得出以下 数据： 


时间 t(s) 

0 

0. 9 

1. 9 

3. 0 

3. 9 

5. 0 

距离 s(m) 

0 

10 

30 

50 

80 

110 


求运动方程. 

分析両出？一5图，观察运动轨迹，得出之间的简便线性规律 
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解经描图发现〖和 S 近似服从线性规律（作图略）.故作线性模型 
s = a + bt , 0 = span { l ，/:}.计算离散内积有 

5 

( 1 , 1 )= 2 1 2 = 6 

7 = 0 

5 5 

( 1 ， t 、 = 〉: tj = 14 . 7 ( /■，/ ■)= 〉: tj 

j = 0 j = Q 

5 

= 53. 63(1 ,.v) — ^ Sj =280 

7 = 0 
5 

(?? 5 ) = 〉: tjSj = 1078 

J = ° 

求解法方程组得 


6 14. 7 " 


a 


" 280 " 

14. 7 53.63 


b 

■ 


1 078 


a =- 7. 855 048， b = 22. 253 761 


运动方程为 s =~7. 855 048 + 22. 253 761 t 

5 

平方误差 ^ 2 [〜 —^ G)] 2 义 2.1 X 10 2 

;= 0 

小结解此类题关键在于両图，由图象得出并选择合适的正交基. 


◦ 20 . 已知实验数据 如下: 



19 

25 

31 

38 

44 

yi 

19 . 0 

32 . 3 

49 . 0 

73 . 3 

97 . 8 


用最小二乘法求形如 y = a + bx 2 的经验公式，并计算均方误差. 
解 ^= span { l ，: r 2 }， 计算离散内积 


(1，1) = Dl 2 = 5,（1,，）= = 5 327 

7 = 0 j = Q 

4 

(x 2 ,x 2 ) = Y] X J = 7 277 699 

)= 0 

4 4 

2 3^=271.4， ( x 2 ,^)= 2 ^,=369 321.5 

j = o y=o 

解方程组 
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—5 5 327 


a 


"271. 4 " 

5 327 7 277 699 


b 」 


369 321. 5 


得 

a ^ 0. 972 604 6， b = 0. 050 035 1 


均方误差 8 = { 2 [ yk )— 3^] 2 }义0.1226 


= 0 


◎ 21 . 在某化学反应中，由实验得分解物浓度与时间关系如下 


时间 


0 


10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 


浓度 

3^( X 10~ 4 ) 


0 1. 27 2. 16 2. 86 3.44 3.87 4. 15 4. 37 4. 51 4. 58 4. 62 4. 64 


用最小二乘法求 y = f (0. 

分析 仍然是从图像人手. 

解 由描点画图和化学反应的规律知，在初始时刻浓度应为 0 ,时 
刻〖趋于无穷时浓度趋于有限的常量，并且应该是单调增加， 
但增加的速度越来越慢，即/> 0 但/ < 0 . 综合以上特点建 

立拟合模型 y = ae —+ ( a ， b 为正常数）.该模型关于参数非线 


性，两边取对数得 


lny = lna — —b , 记 lna 


A 


— 丄 >>.，由于 t = 0 时条件自然满足， 

1 

11 

内积 （/， g )= D /(~)以匕).经计算有 

J =1 

(1,1) = 11, i ? - I . =—0.603975 


= 0. 062321， （ l ， ln3 /) = — 87. 674095 

—丄， =5. 032489 
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解方程组 


" 11 

-0. 603 975— 


A 1 


"-87. 674 095" 

-0. 603 975 

0. 062 321 


b A 


5. 032 489 


得 A =— 7.558 781， b = l . 496 169 2, 

a = e A = 5. 215 148 X 10— 4 

得到拟合模型 

y = 5. 215 148 〆 . 496 ， 169 2 X 1 CT 4 

拟合平方误差 

11 

妒 =- yj J = 3. 376 9 X 10— 9 
> =1 

• 22. I 给出一张记录{八} = (4,3,2，1，0，1，2,3)，用 FFT 算法求 
{/*} 的离散谱 

分析 FFT 算法即快速傅里叶变换，其思路是尽量减少乘法次数， 


77-1 

求 { q } 归结于计算 D 工 kCokj (j = 0， l ， …， N —1). 

k = 0 


解 co e~ l f 疔， a/: 

计算过程如下 

i ， 

O ) 

• 3tt 



k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

OCk —A{) (k) 

4 

3 

2 

1 

0 

1 

2 

3 

Ai 

4 

4 

4 

2co 

4 

0 

4 

— 2 cv 3 

A2 

8 

4 

0 

4 

8 

2^2 

0 

-2^2 

8cj-A 3 (j) 

16 

4 + 2 V 2 

0 

4-2^2 

0 

4-2^2 

0 

4 + 2# 

{/,} 的离散谱 {^} 是 

2 

2+V2 

9 4 9 

oJ 

r ， o . 

2-V2 r 

4 “ 

2+V2 . 

)， 4 


小结 利用 N 同余数可只用2次复数乘法，可见 FFT 算法的优越性. 


023. 用辗转相除法将私 2 ( I ) = 化为连分式. 


解 


详细过程略.私 2 (1) = 3 —- 

x + 4. 5 


12 

— 
— 0. 75 

x +1. 5 
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3 


4 


X 


+ 0 . 


X 


1. 25 
+ 1 . 



24•求 f \ x ) =sinx 在 ： r = 0处的 （3 ，3)阶帕德逼近尺 33 ( x ). 


分析 由帕德逼近的定义 

表达式，再求解待定系数. 


a 0 ~\~a[X 999 十 a,〆 

\-\- biX ~\- 999 + b m x 1 


，写岀私3 


解 设私 3 U ) 


a 0 ~\~aix-ra 2 x~-ra 3 x 
1 +^]X + 6 2 x 2 


由 f ( x ) = sinx = x 


x 


X 5 x l 


! 5! 7! 


H —，得 


Co = 0 yCl — 1 ，(: 2 = 0 ， c 3 


%}j =1 是下列方程组的解 


，〔4 = 0 ，(：5 


120 


c 6 =0 


即 


Cl C 2 c 3 


^s n 


(，4 

Cz C 3 c 4 


t>2 


c 5 

^3 Cl ^5 

— ■ 


Aj 




0 


0 


6 


0 


120 


7.3 

b 2 

bi 


120 


心 == 0 ， b 2 = 


20 


确定 { a,};L 


o 


a 0 


c 0 


0) = c 0 bi + Ci 


a 2 


Ci)b z +Ci^i +c 2 =0 ， a 3 =c 0 b 3 +c x b 2 +c 2 bi +c 3 


这样有 


60 


x 


jR 33 ( JC ) 


60 


x 


1 + 矿 2 


60 x — lx 
60 + 3 x 2 
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小结过程比较繁琐需注意系数间的对应关系. 

◎ 25 •求 /( x ) = e 工在 x = 0 处的（2，1)阶帕德逼近 _ R 21 ( x ). 

分析解题步骤同 24. 

解设 由 / U )= /的 Taylor 展开式 

1 ~rOi x 


e r = 1 + x 


X 2 X 3 


2 j 3! 


• • • 


知 


Co 


1 ，Cl = 1 ， C2 


C3 


由 




〔2^1 ， 得 


b 


cio = c o = \ 9 cii — Cob\ C\ 


2 


Ci 2 = Co b 2 + + c 2 


故 


X 


X 


尺 21 (: c ) 


6 + 4 x + X 

6 — 2 x 




x 
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第 4 章 

数值积分与数值微分 

内容提要 

一、 数值求积公式的概念 

对于积分 

1= / ( x ) dx 

J a 

所谓用数值方法求 J 的值，就是用被积函数/( I )在区间 [ a ， 幻上 
一 些节点 A 处的函数值 /( A ) 的线性组合 

n 

In= ^ A k f ( x k ) (4. 1) 

k = 0 

去得到/的近似值.称^为求积节点，次为求积系数， L 为近似 
求积公式.一旦确定，则近似求积公式 L 也就确定了. 

若定积分 J 的某个近似求积公式込对于一切不高于次的代数 
多项式准确成立，即 Z ( P,J = 7„( i \,)， 而对于某个 別+ 1 次多 
项式并不准确成立，即，则称近似求积公式 
L , 具有 w 次代数精度. 

余项 A[/] = J—h 

定义 4.1 在数值求积公式 （4.1) 中，若求积系数由 
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l k ( x)dx 


r 、h 


n 


X — X 


dx 


...M, m . 

“ j _Q 丄 .k '•尤 


确定 ，则称 （4. 1) 式 为插值型求积公式. 


定理 4.1 形如 


f ( x)dx ^ ^ A k f { x k ) 的求积公式至少有77次 


k = 0 


代数精度的充要条件是 ：它是 插值型的求积公式. 

定理 4. 2 若求积公式 （4. 1) 中系数 烏>0(々= 0，1，〜， 7 ?)，则此 
求积公式是稳定的. 


牛顿一柯特斯公式 


1.基本公式 

在插值型求积公式中求积节点取为等距节点，即 A =a + kh , 


h 


b —— a 


n 


，k = 0，1，一，〃.则可构造出牛顿-柯特斯求积公式 


(b — a ) C ( k " ] f ( x k ) 


(4.2) 


k = 0 


式中 cr 称为 柯特斯系数. 
n = 1时，求积公式为梯形公式 


q) (U —— n \ 

/( x ) dx ^ W — [/(“）+/(")] 


77 = 2时，求积公式为辛普森公式 


f ( x)dx ^ a ) 


f(a) + 4f f C1 4-^ )+(/?) 


77 = 4时的求积公式为柯特斯公式 


〜 (h—n ) 

f ( x)dx ^ — [7/( a ) + 32/( xi ) 

-Cl ^ vj 

+ 12/( x 2 )+32/( x 3 )+7 /( x 4 )_ 
其中 9 x k = a j rkhji = . a ，焱 =1 ， 2 ， 3 ， 4. 


当^ >8 时，柯特斯系数 CW 出现负值，此时计算结果误差增 
大，不宜使用. 
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定理 4. 3 当77为奇数时，牛顿-柯特斯公式 （4. 2) 至少有72次 
代数精度；当〃为偶数时，则至少有 77+1 次代数精度. 

3 .几种低阶求积公式的余项 


梯形 公式： 

Rt =~ ^ yi (6 - a )' 7 G Lci , b ~] 

辛普森 公式： 

私= - ^ ( $ ) 1 /⑷ ( 7) ，7 6 [以] 

柯特斯 公式： 

R c = -! 2(6 945 a) ( 4 ) f w ( rj ) ， v e [ a ，6] 

三、复化求积公式 

将积分区间[〜幻剖分成〃等份，取步长 /I =丄 (6 — d ， 其等距节 

n 

点为 A = a + kh , k = 0 ， 1，2 ， … ， 77 ，在每个子区间 ^ oc k + i^{k = 
0，1，2,…，〃一 1) 上应用低阶的牛顿-柯特斯求积公式计算 J = 


V) 

f ( x)dx = 

J Cl 



k = 0 


x 





/(: r )( ir 中的积分 

J A 


f ( x ) dx 则所得的求 


积公式称为复 化求积公式. 

在子区间上应用梯形公式所得的求积公式称为 复化梯形公式 ，其 
表达式为 


f ( x)dx = T t1 + Rn [_ f ~] = 夺 [/( a ) + 2 2 f (^ k ) + /⑹] 

ci lj , 


— & 12、 /’ ( 7 ) ，V & ， b) 


在子区间上应用辛普森公式所得的求积公式称为辛普 森公式 ，其 
表达式为 
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f { x)dx = S n + 


h 


f -1 


l -1 


[/ U ) + 4 X ；/(々++)+2 2/(々）+/(/))] 


= 0 


b 一 a 
2 880 


/ ， /( 4 ) ( 7 )， rj^U.b) 


四、龙贝格算法 


龙贝格算法是在区间逐次二分的过程中，对梯形值进行加权平均以获 
得准确程度较高的积分值的一种方法，具有公式简练、计算结果准确程 
度较高、使用方便及稳定等优点，适宜求积节点等距的情形. 

对于计算定积分/= \ x ) dx 的复化梯形公式7\，其余项 


T , 


尸⑹― r ( a \ 4 丨 


\ b )- f \ a ) 2 _ 

12 ' 4! X 30 

B 2 k { f 2 k - l ) { b )- f 2 k ~ l ) U )) 


• • • 



(2 k ) \ 

a Jr - 

1 - aih + a 3 h + " # "4 


h 2k + 


• • • 


OCkh Zk + 


• • • 


其中，压，为 Bernoulli 常数. 


将积分区间 [ a ， 幻逐次折半，假设 产 - ”⑹关广- 1 )⑹，卜 1 ， 2 , 
…，以保证复化梯形公式余项系数是非零的，则构成相应的外推 
算法称为龙贝格 算法： 


-< 


T ( 0 


0 ) 


b 一 a 


[/(“）+/ ⑹] 


n 


y 


/-I 


T \ 


(/—l) 


(卜 a) —2/ fa +(2 rl )’〒 


/-I 


，/ = l ， 2 , 


• • • 


Am^r(k'l) — 丁 ik) 

nf) = “ 4 : :— 广 - 1 4 = 0, 1 ，…， l — m，m 


1 , 2 , …， /• 


(4. 3) 


直到 I TL ° 


了 (0) 


—1 



了 (0) — 了 (0) 

1 m 丄 tn — 1 


了 (0) 

丄 m 


< 0 . 
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其中， 7 T 表示将 [ a ，幻作2/等分的复化梯形公式，下标 m 表示外 
推得到的第 m 个算法 . 7 T 中的求和项包括了每次外推后新增加 
点上的函数值.注意若对某个 I 被积函数有性质 f 2 k ~ l ) U ) = 

说明余项中〜= 0,则 （4. 3) 式中的外推法要作相应的 
修改，否则外推可能失效. 

六、高斯求积公式 


1 .一 般理论 

為 

定义 4. 2 [ a ，6]上带权 〆X )的积分 J = /(: r ) | o (: r ) d : r ，它的 

J b 

求积公式为 

" 

f ( x ) p ( x)dx ^ ^^ jA k f ( x k ) (4. 4) 

J b k = 0 

若求积公式 （4. 4) 具有 2；7 + l 次代数精度，则称其节点 x k (k = 
0，1，…， 77) 为高斯点，相应的公式 （4. 4) 称为高 斯求积公式. 

定理 4.4 插值型求积公式 （4. 4) 的节点 

是高斯点的充要条件是，以这些节点为零点的多项式 


a>„+l (x) = (x — x 0 ) (x — Xi) ••• (x — x n ) 

与任何次数不超过^的多项式 M ： r ) 带权 〆 : r ) 正交，即 


p ( x ) p ( x ) co fl + i ( j ：) dx = 0 (4. 5) 

J a 

根据定理 4 . 4 ,在 [ a ， 幻上带权 P U ) 的正交多项式的零点即为 
高斯求积公式的节点，其系数 





p(j：) 



dx 


其余项为 


反 [/] = 


(2;r+~2) 




(277 + 2 )!. 


n+. 


( x ) p ( x ) dx 


定理 4. 5 高斯求积公式 （4. 4) 的求积系数 A /; a = 0，1，…，幻 
全是正的，从而高斯求积公式 （4. 4) 是稳定的. 

定理 4. 6 若 f ( x ) G C [ a ，6]， 则高斯求积公式 (4.4) 是收敛的 ， BP 
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V) 

p ( x ) f ( x ) dx 

Cl 

2. 高斯-勒让德求积公式、高斯-切比雪夫求积公式见教材. 


Y \ m ^^ A k f ( x k ) — 


七、数值微分 


数值求导数常用泰勒展开法、插值函数法、数值积分法和三次样 
条法等，也可使用理查森外推法.考虑到舍入误差的因素，数值微 
分公式中的步长一般不宜取得过小.具体求导公式见教材. 

典型例题与解题技巧 


【例1】给定求积节点： r。 = 1/4,^ = 3/4,试推出计算积分 

l f ( x ) dx 的插值型求积公式，并写出它的截断误差. 

Jo 

解题分析 本题考查的是插值型求积公式的构造知识. 

解题过程 因要求所构造的求积公式是插值型的，故其求积系数可表示为 


A 0 


/ 0 ( x)dx 


0 


X 


0 ^0 




3)dr = 





l \ (:c)dr = 

o Jo 


X 


^1 


OOp 



d:r = 

Jo 




( 4x — 1) dx = 



故求积公式为 

J \ x)Ax ^ y[/(^) +/(|] 

若 fU ) 在 [0，1] 上存在，则该求积公式的截断误差为 


R ( f ) = 



/ (x )dx 


o 


+[/( |) + /(务)] 



f ( x)dx 



Pi ( x)dx 


= y/"(f)(x — y)(x — y)clx 

其中 (0，1) 并依赖于:是以: re、％ 为节点的 
关于 fix ) 的线性插值函数. 


- 76 - 







































第 4 章 数值积分与数值微分 


【例2】 

解题分析 
解题过程 


已知: T 。 


^1 


OCl 


(1) 推导以这3个点作为求积节点在[0，1]上的插值型求积 
公式； 

(2) 指明求积公式所具有的代数 精度； 


(3) 用所求公式计算 


x 


dx. 


0 


本题考查的是插值型求积公式的构造以及代数精度的 
求法. 

(1) 过这3个点的插值多项式 


P 2 (x) = 


(x — Xi ) (x — x 2 ) 


(lo 

X\ ) (x 0 — 

V 

工 2 ) 

,(x 

x 0 )(x - 

~ X 2 ) 

(Xl 

x 0 ) (x\ 

X 2 ) 

1 (x 

X 0 ) (x - 

JCi ) 

(^2 

lo) (Z2 

—Xi) 


/(^ o ) 


/( xi ) 


/( 工 2 ) 


故 

其中 


A 0 


f\x)dx ^ 


o 


0 


P 2 (x)dx = ) 


k = 0 


(x — X\ ) (x 


工 2 


o (x 0 — Xi ) (x 0 — X 2 ) 


dx 






o 


( T~Y 




dx 


2 




3 


Ai 


(X — x 0 ) (x 
0 (xj — x 0 ) (x 


OC 2 


dx 


X 2 


( x --)( x --) 


0 


( Y~T 




dx 




3 


A 2 


1 (x — X 0 ) (x — Xi) 

0 (x 2 — x 0 ) (x 2 — Xi) 


dx 
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数值分析同步辅导及习题全解 



(X — T) U — T) 


dx 




4 


2 



故所求的插值型求积公式为 

]fU)dx^ y[2/(l) -/(y) + 2/(|)] 

(2) 上述求积公式是由二次插值函数积分而来，故至少 
具有2次代数精度.再将 fU ) = x \ x ^ 代人上述求 
积公式，有 

|=]> 3 ^ = 1 [2 中 3 —中 3+2 ({) 3] 

+ = j^ 4 dx ^ y[2(j) 4 - (|) 4 +2( 寻 ) 4 ] 

故上述求积公式具有3次代数精度. 

(3) j > 2 dx = y [2(^-) 2 -( y ) 2 +2(|-) 2 ] = y 

由于该求积公式具有3次代数精度，从而 | 为 
^ 2 dx 的精 确值. 

Jo 

【例 3 】用龙贝格方法计算椭圆 f + y = i 的周长，使结果具有 5 位有 

效数字. 

解题分析 为便于计算，先将椭圆方程采用参数形式表示，再根据弧 

长公式将椭圆周长用积分形式表示.由于计算结果要求 
具有5位有效数字，因此需要估计所求积分值有几位整 
数，从而确定所求积分值的绝对误差限.最后再应用龙贝 
格方法计算积分. 

解题过程 令 :r = 2 cos (9 ，：y = sin (9 

则椭圆的周长为 





vl + 3 sin 2 ^ d (9 = 4 J 
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由于导< 


T 


0 


a /1 + 3 sin 2 _< 2 X 


丌 


7 T ， 因此 J 有一位 


整数，要求结果有五位有效数字，则需/= 4 J 的截断误差 
限为 4 1 Rin 1 < 4 ^ 10 1 _ 5 ，故计算 1 的截断误差限为 


I Rin 1<|父10- 4 (其中/(们 


\/l + 3 sin 2 夕 d 汐) 


0 


表 4 一 1 给出了用龙贝格方法计算积分 


，、穴 




0 


71 + 38 出 2 _的数值结果 

表 4—1 


k 

2 k 

TV 

v- 1 

c 2 k _ 2 

R 2 k _ 3 

1 R 2 k ~ 3 -R 2 k - 4 


0 

1 

2. 356 

194 





1 

2 

2.419 

921 

2.441 163 




2 

4 

2.422 

103 

2.422 830 

2.421 608 



3 

8 

2. 422 

112 

2. 422 115 

2.422 067 

2. 422 074 


4 

16 

2. 422 

112 

2.422 112 

2.422 112 

2.422 113 

0. 000 039 

5 

32 

2.422 

112 

2.422 112 

2.422 112 

2.422 112 

0.000 001 < 

0. 125 X 10~ 4 


例 4】 构造公式 


1 


— 1 


VI 


f ( x)dx ^ A 0 f ( x 0 ) + Aif ( xi ) ，使其 


X 


具有 3 次代数精度. 


解题分析 本题考查的是代数精度的确定以及高斯公式的构造. 


解题过程 构造带权 


VI 


的 Gauss 型求积公式即可，因此取 




X 


次 Chebyshev 多项式的零点作为 Gauss 点. 
由 Chebyshev 多项式的零点公式 


工 k 


⑽ + 1)7T 

COS 2 (,+ 1 ) ⑶ 


0,1,…） 


得 


^0 


V 2 


^1 


V2 

T 
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数值分析同步辅导及习题全解 


故有 


1 


— 1 


VI 


/(x)dx^ A 0 /(^) 




X 


令公式对 f(x) = l ， x 准确成立，得 


re = A 0 + Ai 




0 


A 。 (争 + A “- 


V 2 




解之得 A 。= A 


丌 


，则 


—1 


VI 


/(x)dx^ |[/( 夸 ) + /( — 孕 ) ] 




x 


【例5】表 4 一 2 给出了函数 y = #的一些数值，要求分别取 /I 

h = 0. 1 Ji = 0. 01，用中点微分公式 


(x 0 ) ^ 


/(:r 0 +/?)—/(:r 0 — A) 


计算 /( l ) 的近似值（小数点后保留 3 位）. 

表 4-2 


X 

0 . 0 

0. 90 

0. 99 

1 . 01 

1 . 10 

2 . 0 

y 

1 . 000 

2. 460 

2. 691 

2. 746 

3. 004 

7. 389 


解题分析本题考查了数值微分及其应用 
解题过程取 a = i ， 得 




取 /i = 0. 1，得 

.’（1. 0) 〜 

取 /i = 0. 01，得 


2 X 1 


[/(2.0)-/(0.0)] = 3. 195 


2 X 0. 


[/( I . l )-/(0. 9)] = 2. 720 


’（1. 0) 〜 


2 X 0. 01 


[/( I . 01)—/( O . 99)] = 2. 750 
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第 4 章 


数值积分与数值微分 


历年考研真题评析 

【题1】（北京科技大学2006年）给定数据 


X 

1. 30 

1. 32 

1. 34 1. 36 

1. 38 

fioc) 

3.60210 

3.90330 

4.25560 4.67344 

5.17744 


用复化辛普森公式计算 1 38 f(x)dx 的近似值，并估计误 

J 1. 30 


差. 

解题分析 本题考查了辛普森公式的应用以及误差的估计. 

解题过程 x 0 = 1. 30 , X\ = \. 32 , ^2 = 1 . 34 

x 3 = 1.36, x 4 — 1. 38 
f(x 0 ) = 3. 60210 

/(A )=3. 90330 ， /(jc 2 ) = 4. 25560 
/(x 3 )=4. 67344 ， /(x 4 ) = 5. 17744 

方法 1: 

51 = : - - ° [/(x 0 ) +4 /(x 2 ) +/(x 4 )_ 

- 1 - 38 ^- 30 [3, 60210 + 4X4. 25560 + 5. 17744] 

o 

= 0. 3440259 

5 2 = 2 2 6 [/(x 0 ) +/(x 2 )] 

- 2 [/(x 2 ) +4/(x 3 ) + /(jc 4 )_ 

= 0.6 。 i [/(x。) +4(/(xi) + 4 /(x 3 ) + 2/(jc 2 ) 

+ /(x 4 )] = 0. 3439846 

J^S 2 = 0. 3439846 

误差 ：/ — —0.27 X10_ 5 
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方法2: 


T ^ 1 2 - 38 ^ 1 - 30 ^, 60210 + 5. 17744)=0. 351182 


T 2 =^- + ^ y ^/(1. 34) = 0. 345814 
T 4 = ^ + ^^[/( l . 32)+/( l . 36)] = 0. 3444418 


3440259 


S 2 


T 4 — 4 T 2 = 0 . 3439846 


I ^ S 2 = 0 . 3439846 

i 吴差 : I — S2 + 2 — Sl) = —0.27 X 10 - 5 


题2】（西北大学 2006 年）设有计算积分 1 ( f ) 


0 


¥ d:r 的一 

\J X 


个求积公式 




(1) 求使以上求积公式的代数精度尽可能高，并指出所 
达到的最高代数精度. 

(2) 如果/(:0 6 0 3 [0，1]，试给出该求积公式的截断误差. 

解题分析本题考查了求积公式的代数精度的确定以及求积公式的 

误差估计. 


解题过程 （1) 当 /(: r ) = l 时，左= 


当 f \ x ) = X 时，左= 


0 


X 



d:r = 2，右 = a + 6 


dx 


o 


\foc 


，右 = —a + b 


要使求积公式至少具有1次代数精度，当且仅当 


a 


+ 6=2 


a 


+ b 
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解得(2 = 了，6=了. 
于是得到求积公式 


k /) 〜 4/( 去 )+4/( i ) 


① 


当 f ( x )= x 2 时，左= 


X 


0 


\[x 


dx 


吾，右 = 


XI 2 


左=右 


当 /(: c ) = P 时，左 


26 


X 


0 


\[x 


dx 


，右 = * x 4) 3 


+ y x13 = 75 9 左关右 


所以当 




，所得求积公式①具有最高代数精 


度，最高代数精度为 2. 


(2) 作二次多项式 H (: T ) 满足 H ( y )=/( y ), H ， (y 


•’（|)，]^(1)=/(1)，则有 


fix) 一 H (x) 


! 


f " ($)( x —— 


0 


oc 


于是求积公式①的截断误差为 


0 


/(x) 

\fx 


Ax 


- 5 


/(4) + 4/(l)I 


0 


/(X) 

\fx 


dx 


H(x) 


dx 


0 


x 


— H ( x )] 


dx 


0 


\!工 


/mu — 去 ) 2 (z —1) 


dx 


0 


\Jx 
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数值分析同步辅导及习题全解 




1 I H 7" 

(x--f) 2 (x-l ) 与 
0 5 


(r 




) 2 (t 2 - Dcit 


0 


16 


1575 


f\ri), rj G (0,1) 


题3】（同济大学 2005 年）积分 1(/) 


f ( x ) dx 的求积公式 


1,(/) = 2 人 / ( 1) 


① 


0 


(1) 当求积系数 AJz = 0,1, -,；7) 为何值时，称①为插值 
型求积公式？ 

(2) 证明①至少具有〃次代数精度的充分必要条件是①为 
插值型的. 

解题分析 本题考查了插值型求积公式的定义以及代数精度的定 

义. 


解题过程 （1) 当 


A,. 


fM b 


n 


X — X ； 


dx , z . = 0，1，2， 


n 


a i = 0 ^ 


Xi 


时，称求积公式①为插值型求积公式. 

(2) 必要 性：如 果①至少具有〃次代数精度，则求积公式 


①对77次多项式 G (: r ) = JX 


X — X 


精确成立，即 


j = Q 丄 k 义 

j 关 i 


有 


l k ( x ) dx = / J Ajl k ( xj ) 


0 


注意到 Z / e ( x z ) = &，故 


H) 


lk ( x ) dx = y y^ J Ajlk ixj ) 

/ = 0 


A 々，即 


A , 




l k ( x)dx ^ k = 0，1，2,…， 7? 


因而求积公式是插值型的. 
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充 分性： 如果①是插值型的，则有 


/(/)-/„(/) 


f ( x)dx — 


i = 0 


/ ( jc ) dx — ( li(x) dx \f(xj ) 

“ / = 0 、 J « / 


V> 


n 


[/( x ) — lj ( x ) f ( xj)^\dx 


i = 0 


r 、b /'(w+1) 


( 6 ) 


n 


a (77 + 1)! : 


(x 


X 


；)dx 


0 


如果 /(X) 是一个〃次多项式，则有 Kf )- I n ( f ) 


0,即 


W ) = K /) 


因而求积公式至少具有〃次代数精度. 


课后习题全解 

◎ 1. 确定下列求积公式中的待定参数，使其代数精度尽量高，并指 
明所构造出的求积公式具有的代数 精度： 

1) f ( x)dx ^ A _ i /( — h ) + A 0 /(0) + Ai / C /0 ； 

J — h 

2) f ( x)dx ^ A - x / (— h ) + A 0 /(0) + Ai f ( h )； 

J — 2 h 

3) p / X , ) dx ^/ C - l )+2/(^)+3/( x 2 ) ； 

J 一 1 O 

f \ x)dx ^ + a / i 2 [/(0) ~/(/ i )]. 

Jo Z 

分析 要使求积公式具有较高精度，只须取 fU )= x'^m = 0, 

1，2,…），令公式对 w = 0，1，2,…精度成立. 

解 将/( I ) = l , x , x 2 分别代入公式两端并令其左右相等，得 

A _! + A 0 + Aj = 2 h 

^ — /iA_i ~h /iA i —— 0 

+/ i 2 A 2 = |^ 3 

o 
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解得 A—i = A 


，A 


0 


4 /i 


. 所求公式至少具有 2 次代数 


精确度.又由于 


， h 


X 


dx 


-h 


：-(-/0 3 


h 


x [ dx ^ —( — h ) 


—h 


故 


h 


-h 


/( x ) dx ^ 4/(—/ I ) +4 a /(0) +4/(/0 具有 3 次代 


数精度. 


2) 步骤和方法同 （1). A_i = A ! =冬 / i，A 


0 


冬幻3次代数 


精度. 

3) 当 /( x ) = 1时，易知有 


f ( x)dx = —[/( — 1) + 2/(^1) + 3/( x 2 )_ 


— 1 


令求积公式对 /( T ) = X , x l 准确成立，即 


—1 + 2x x + 3x 


1 + 2d + = 2 


则可解得 


: 

I ^2 
将 f ( x ) 


-0. 289 897 9 
0. 626 598 6 


或 


X ! = 0. 689 897 9 




[^2 


0. 126 598 6 


x 


代入已确定的求积公式，则 


dx 7^ j [/(— 1) + 2 /(^ 1 ) + 3/( x 2 )_ 


一 1 


故求积式具有2次代数精度，所求节点为& =-0. 289 897 9, 
x 2 = 0. 526 598 6或：^ = 0. 689 897 9, x 2 = 一 0. 126 598 6. 

4) 求积公式只含有一个待定参数&当 /( I ) = l ， i 时，有 




0 


ldx 


[1 + 1] + 0， 




xdx 


h 


[0 + / i ]+ a / z . 2 [ l - l ] 


o 


故令 /( x ) = X 2 时求积公式准确成立，即 




X 


dx 


h 


[0 + / i 2 ] + a / i 2 [2 X 0 — 2/ i ] 


0 
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解得& 


12 . 


将 fU )= X 3 ，/代入上述确定的求积公式，有 
x 3 dx = 冬 [0 + /i 3 ] + — 3h 2 

0 L 丄 Z 


# 4 - [0+/2 4 ] + ^[0-4/i 3 ] 


0 


12 


故所求求积公式具有 3 次代数精度. 
©2. 分别用梯形公式和辛普森公式计算下列 积分: 


1) 


X 


0 4 + x 


dx 9 


n 


2 ) 


(1 -e~ r )- 


dr ， 77 = 10 


0 


X 


3) 


，9 


\focd,x 9 


n 


4; 


4) 




0 


74 


sm 


cpdcp 


n 


6 . 


分析 直接代入公式计算，注意步长 A = 


b —— a 


n 


解 1) 复化梯形公式4 


7 


t 8 


[/(0) + 2 X) f(x k ) + f(l)^ = 0. 111402 4 


k= 


复化辛普森公式 ， A 


7 


S 8 


[/(0)+4 j^f(x k+i )+2j^f(x k ) +/(!)] 


k = Q 


k =] 


= O.Ill 571 8 


2) T 10 = 1. 391 48 ， S 5 = 1.454 71 

3) h = 2 ， T 4 = 17. 227 74 ， S 2 = 17. 322 22 


4)/i 


丌 

36 


9 T 6 = 1. 035 62 ， S 6 = 1. 035 77 
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03. 直接验证柯特斯公式具有5次代数精确度. 

证明分别将 / U ) = l ，: r ，: r 2 ，: r 3 ， x 4 ，: r 5 ，: r 6 代入柯特斯公式中，即 
可验证题中结论. 

M 用辛普森公式求积分 I 1 e ^ clr 并估计误差. 

- J 0 


解 S 


: e _0 +4e—T+e _1 ] = 0. 632 333 


误差 


I 尺 （/) 


b 一 a 
180 " 


b 一 a 




<Y^X^Xe°=0.000 347 2 ，斤（ 0 ， 1) 



5. 推导下列三种矩形求积公式 


f(x)dx = (b — a) f( a) 


f(x)dx = (b — a) f(b ) — 

a 

f(x)dx = (b — a\f ( U 卞丨 ) 


' V ) 

2 

( Tj) 


(b~a) 


(b-a) 2 ; 




分析 


种求积公式区别只在于 /( z ) 不同，故推导步骤相似 


解 （1) 左矩形公式，将 /( a 在 a 处展开，得 

f(x) = f(a) + (x — a) , f G (a,x) 


两边在 [ a ，6] 上积分，得 




f(x)dx 




f(a)dx 


=(b — a) f(a) 


/’（$) (x — a) dx 


/ 7 ((f) (x — a)dx 


由于 i — a 在 [ a ，6] 上不变号，故有 ？y G ( a ，6) ，使 

h f(x)dx = (b-a)f(a) + f'rj) 


(x — a) dx 


从而有 


f(x)dx = (b — a)f(a) + (b — a) 


G (a,b) 
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(2) 右矩形公式，同（1)，将 /( z ) 在纟点处展开并积分，得 




f ( x)dx = (b — a ) f ( b ) 


( rj ) (b — a ) 1 9 rj G 


(3) 中矩形公式，将 /( i ) 在 


a -\- b 
2 


处展开，得 


/(x) 


a + b ' 

+ / 

a + b 


a + b " 

2 

/ 


2 


X 2 


+ 4 -/( 6 ) 


\ 2 


X 


a -\- b 
2 


6 ( a ， b ) 


两边积分并利用积分中值定理，得 


f ( x)dx = f 

a-\~b 

(b — d ) f 

a-\~b 



a +6 

x —-— 

a 

2 

、 > 


2 


a 

2 

、 y 


dr 


+ — 


f 、 i) 


(6) 


x 


(b — a ) f 


=(b — a ) f 


a -\- b 
2 


a -\- b 
2 


a -\- b 
2 


+|/’(7) 


dx 




x 


a + /) 
2 


dr 


+ ( rj)(b — a )" ,rj G ( a , b ) 


小结 中矩形公式可利用积分中值定理构造其余项. 


6. 计算积分 J 


e 2 dx ，若用复化梯形公式，问区间[0，1]应分 


0 


多少等分才能使截断误差不超过 f X 1( T 5 ? 若改用复化辛普 

森公式，要达到同样精度区间[0，1]应分多少等分？ 

分析 复化梯形和复化辛普森公式相比，计算量相同时，复化梯形 
精度较差. 

解 由于 /( x ) = e 、/(: r ) = 


•(4) 


( x ) = e r ， b~~a = l ，故对复化梯形 


公式要求 


I Rt (/) 


b 一 a 


h 2 f ( rj ) 


< 12(^ 


e 
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<—X10- 5 , 7^(0 ， 1) 


e 


即 77 2 >+ X 10 5 ， t 7>212. 85•取7? = 213,即将区间[0，1]分为 


213等分时，用复化梯形公式计算，截断误差不超过 | X 1( T 5 . 


用复化辛普森公式，要求 


\ Rs ( f )\ 


b 一 a 

T 80" 






180 X 2 4 


\ 4 


11 


e <— X 10 


-5 


T^ecoa) 


e 


即 7 ? 4 >]^X10 4 ， n>3. 706 6 •取 n = 4, 即将区间等分为 8 等 


份时，复化辛普森公式可达精度 TT X 10 


— 5 


小结上题说明复化辛普森公式计算更稳定. 




07. 如果 / U )>0, 证明用梯形公式计算积分 J = f \ x ) dx 所得 
结果比准确值 J 大，并说明其几何意义. 


证明由梯形公式的余项 

尺 (/) =~ (b ~ 2 ayi 

知，若 /(7 y )>0, 则尺(/)<0,从而 


G ( a ， b ) 


f ( x)dx = T + jR (/) <C T 


即用梯形公式计算积分所得结果比准确值大. 

其几何意义为， / U )>0, 故/( I )为下凸函数，梯形面积大 
于曲边梯形面积. 

08. 用龙贝格求积方法计算下列积分，使误差不超过10- 5 . 


( 1 ) 




e— r d : r ， 


( 2 ) 


: rsirurdr ， 


o 
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(3) 


*3 


0 


X V 1+x 2 dx. 


解 （1) 计算如下 


k 

n k) 

T[ k) 

n k) 


0 

0.771 743 3 




1 

0.728 069 9 

0. 713 512 1 



2 

0.716 982 8 

0. 713 287 0 

0.713 272 0 


3 

0.714 200 2 

0.713 272 6 

0.713 271 7 

0. 713 271 7 


1^0. 713 271 7 
( 2 ) 


k 

n k ) 

T{ k) 

0 

3.451 313 2XKT 6 


1 

8. 628 283 0X 10 — 7 

-4. 446 923 0X 10 — 21 


7^-4. 446 923 0 X 10— 21 〜0 
(3) 


k 

n k) 

T\ k) 

n k) 

n k) 

Ti k) 

n k ) 

0 

14.230 249 5 






1 

11.171 369 9 

10.151 743 4 





2 

10.443 796 8 

10. 201 272 5 

10.204 574 4 




3 

10.266 367 2 

10.207 224 

10.207 620 7 

10.207 669 1 



4 

10.222 270 2 

10.207 571 2 

10.207 594 3 

10.207 593 9 

10.207 593 6 


5 

10.211 260 7 

10.207 590 9 

10.207 592 2 

10.207 592 2 

10.207 592 2 

10.151 743 4 


7^10. 151 743 4 

◎ 9. 用 n = 2 ，3的高斯一勒让德公式计算积分 e ' sinxdr . 

J 1 

分析当积分区间不是[一 1，1]，而是一般的区间 [ a , b ] 时只需作 
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数值分析同步辅导及习题全解 


变换 : T = 将[…幻化为[―1，1]. 


解作变换1 




^+ 1 ^ 3 = . + 2 


则 


^3 


e r sinxdx 


e /+2 sin (^ + 2) d ? 


— 1 


n = 2 时 

^3 


sinxdx ^ 0. 555 555 6 X [/(- 0. 774 596 7) 

+ /(0. 774 596 7) +/(0. 774 596 7)] 
+ 0. 888 888 9 X /(0) 

=10.948 402 6 


7? = 3 时 

^3 


e ' sinxdx ^ 0. 347 854 8 X [/( — 0. 861 1363) 

i 

+ / C 0.861 136 3)] + 0. 652 145 2 
X [/(— 0. 339 981 0) + /( O . 339 981 0)] 
=10.950 140 1 

◎ 10. 地球卫星轨道是一个椭圆，椭圆周长的计算公式是 


S 


a 


y 


1 — 

c 

J ◦ v 

a 


sin 2 ^ dd ^ 


这里 a 是椭圆的半长轴， C 是地球中心与轨道中心（椭圆中心) 
的距离，记 A 为近地点距离， H 为远地点距离，尺= 6 371 ( km ) 
为地球半径，则 


a 


2R H h 
2 


H-h 


c 


我国第一颗人造地球卫星近地点距离 /i = 439 ( km ) ，远地点距 
离 H = 2 384 ( km ) ，试求卫星轨道的周长. 

分析用龙贝格算法计算有较高精度和计算量较少等优点，故选 
用该算法. 
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第 4 章 数值积分与数值微分 


解 


a 


4 r (2 R+H + h )=7 782 


c = — ( H — h ) =972. 


f ( d ) 


1- 


972. 


7 782. 


sin 2 6» 


计算积分采用龙贝格算法，计算如下 


k 


T\ k) 

n k) 


0 

1.564 640 3 




1 

1.564 646 3 

l. 564 648 3 



2 

1.564 646 3 

1. 564 646 3 

1.564 646 2 


3 

1.564 646 3 

1.564 646 3 

1.564 646 3 

1.564 646 3 


HIT 


(0) 


T 


( 0 ) 


i ( r 7 〈 yXi ( r 6 , 故积分已有7位有效数字， 


取 564 646 3 

S = 4 aJ ^48 708 ( km ) 

Oil . 证明等式 


77Sin 


7 T 

n 


丌 


丌 


!- 2 


丌 


n 


5 \n 


试讎 ㈣ n > = 3 , 6 ， 12) 的值，用外推算法求兀的近似值 


证明令/⑹， ir ^， 由泰勒展开得 


7?sm 


7T 

n 


n 


丌 


n 


7T 

n 


7T 

n 


TC 

n 


• • • 


丌 


丌 


丌 


丌 


7 


n 


\ - A 


n 


\ - 6 


H — 


n 









































































数值分析同步辅导及习题全解 


若记 IT -77 sin 其误差为 O 


f 

丌 

2 

n 


n 

< 



由外推法 ， TT = I ( 4 TT 一 7? > ) 〜 71， 其误差为 O Z 


7?) = ^ ( 1 6 71;) — 冗 1 )) 义 tt ， 其误差为 O 
据上述公式列表计算如下所示 



n 

T:。）"sin 71 

n 

n 1 ) 

r n 2) 

3 

2.5980762 



6 

3.0000000 

3.133 974 6 


12 

3.1058286 

3.141 704 8 

3. 1415801 


tt ^3. 141 580 1 即为所求. 

• 1^] 用下列方法计算积分^ #并比较结果. 

- ^ y 

1) 龙贝格 方法； 

2) 三点及五点高斯 公式； 

3) 将积分区间分为四等分，用复化两点高斯公式. 

分析 注意到积分区间不是[一 1，1]，使用高斯公式须先作变换. 
解 1) 计算见表4 一 4. 


表 4-4 


k 

n k) 

T{ k) 

TP) 

w 

n k) 

0 

1.333 333 3 





1 

1.166 666 7 

1. Ill 111 1 




2 

1. 116 666 7 

1. 100 000 0 

1.099 259 3 



3 

1. 103 210 7 

1.098 725 3 

1. 098 640 3 

1.098 630 5 


4 

1.099 767 7 

1.098 620 0 

1. 098 613 0 

1.098 612 6 

1. 098 612 5 


取 1 = 1. 098 612 5. 
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第 4 章 数值积分与数值微分 


2) 积分区间[1，3]，要使用高斯公式，需先变换到 [一 1，1]上.为此， 


作变换5 = 音(《 + 6) +音 (6 i )， = ，+ 2 

则当3^[1，3]时，？6[ — 1，1]，且 dy = dt 


dy 

:V 


1 d ， 

-i t -\r 2 


点高斯公式 

= 
y 


dt 


-i t 2 


^ 0. 555 555 6 


2 - 0. 774 596 7 2 + 0. 774 596 7 


+ 0. 888 888 9 X 


2 + 0 


1.098 039 3 


五点高斯公式 






dt 


-l t 2 


^ 0. 236 926 9 


2 - 0. 906 179 8 2 + 0. 906 179 8 


+ 0.478 628 9 


2 - 0. 538 469 3 2 + 0. 538 469 3 


+ 0. 568 888 9 X 


2 + 0 


1. 098 609 3 


3) 将区间 [1，3] 四等分，在每个小区间上用两点高斯公式，得 


h 


广 5 dv 

r 1 o . bdt 

1 : V ^ 

—i 2. 5 + 0. St 


^ 0. 5 X 


一 1 


1 



2. 5 + 0. 5 X 

1 

V3 

2. 5 + 0. 5 X 

f > 

1 

l V3 



0. 405 405 4 


h 


「 d_V 

「 0. 5 d ， 

1.5 3 ； J 

-i 3. 5 + 0. St 


95 






































































数值分析同步辅导及习题全解 


h 


0. 5 X 


一 1 1 一 

3. 5 + 0. 5 X 

1 

V3 

— - 

3 - 5 + 0 - 5 x U)J 


0. 287 671 2 


dx 


:V 


0 . 5dt 


+ 0. bt 


h 


故 



1 


, 1 



0. 5 X 

4. 5 + 0. 5 X 

f 、 

_ 1 

V3 

、 > 

4. 5 + 0. 5 X 

、 

1 

V3 

- 



0.223 140 5 




y 


0. 5dt 


i 5.5 + 0. 



1 


, 1 



0.5X 

5. 5 + 0.5 X 

1 

V3 

5.5 + 0.5 X 

丄 

V3, 



0 .182 320 4 


Ii I 2 I a ^ 1. 098 537 


积分真值 I 


y 


=ln3 = 1. 098 612 288 


小结 比较说明龙贝格求积算法比五点高斯求积公式结果更精 

确，但龙贝格积分运算量较大. 


◦ 13. 用三点公式和积分方法求/( I ) 


(l+:c) 


在 


1. 0 ， 1. 1 和 


1.2 处的导数值，并估计误差 ./ U ) 的值由下表给出 


X 

1.0 

1. 1 

1. 2 

/(x) 

0. 250 0 

0.226 8 

0.206 6 


点求导公式为 


(: T 0 ) 


2h 


3/(x 0 ) +4 f(xi ) — f{x 2 )] + ^~/"’(6o) 
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第 4 章 数值积分与数值微分 


/’ ( 11 ) = 士 [— / (工 。 ) + /( 11 ) ]— 去力 2 广 ( ■? 1 ) 

/’(工2 ) = 士 [/( 工。)一 4/(^! )+3/( x 2 )] + y /'^ C ^) 


6/ G ( x 0 ，: t 2 ) ， z . = 0 ， 1 ， 2 


取上表中: r Q = l . 0， x 2 = l . l ，: r 2 = l . 2,分别将有关数值代入上 
面三式，即可得导数近似值. 

由于 

4 I 

尹 = 0.75 


从而可求得误差上限与导数值如下表所示 


X 

1.0 

1.1 

1. 2 

三点公式 

-0. 247 

-0. 217 

-0. 189 

误差 

0. 002 5 

0. 001 25 

0. 002 5 

理论解 

-0. 25 

-0. 215 959 4 

-0. 187 828 7 


1/ 〃 / ($)1< max \f\x) 

1. 0«1. 2 


max 

1. 0<x<l. 


! 


(1+x) 5 


数值积分 法：令 cp ( x )= / U } ，由 


f ( x k +i ) = f ( x k ) + cp ( x ) dx 


J Vhi 


.r 


k 


对积分采用梯形公式，得 


f (^ k+i )= f ( x k ) + 


^k+l —工 k 


_( p ( x k ) -\ rcp ( x k+ 


(JT 々 .1 — 工 h) // 


12 


cp ( r / k ) , rj k G ( x k , x k+1 


令 6 = 0 ， 1 ，得 


( p ( x 0 ) -\~ cp{xi ) 


f (工 Q ) 



(p(x x ) +(p(x 2 )^-^-[/(x 2 ) — f(Xi )] 


同样，对 
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数值分析同步辅导及习题全解 


f(^k+l 、 = f (X/,-1 ) + 

有 

f(x k+l )= f(x k - l ) + 


' r 々 +l 

J A — 1 


cp(x)dx 


^ k+i 


)+cp(^k 


—i 



从而有 


( A+i — ^ k - i ) 

12 


〆 ’（％)， rj k G 卜 i 


(p(x 0 ) +(p(x 2 ) 〜 I[/(^：2 ) — /(X 0 )] 


代入数值，解方程，即得 〆 A ) ，々= 0,1，2,如下表所示. 


X 

1.0 

1. 1 

1. 2 

数值解 

-0. 248 3 

一 0. 216 3 

-0. 188 3 

理论解 

-0. 25 

-0. 215 959 4 

-0. 187 828 7 

误差 

0. 003 

0. 001 040 6 

0. 000 828 7 


• 98 • 


















第 5 章 

解线性方程组的直接方法 

内容提要 

一、 矩阵形式的线性代数方程组 

^ ii^i +^12^2 H - ha 1/ r r " 

” 、业 L 丄扣… a 2i Xi + a 22 x 2 H - VciinOC n = b 2 

将线性代数方程组 j (5. 1) 

• • • • • # 

a nl x x + a ;? 2X 2 H - Va nn x n = b n 

写为矩阵形式 Ax=b (5.2) 

二 、 高斯消去法 

高斯消去法是一个古老的求解线性方程组的直接方法，其主要计 
算过程分为消元和回代两个步骤. 

1.消元过程 

将（5.2)记为焱 (1) 1 = 6 (1) ，其中 

A (l) ， （ a 0 •⑴ ) = ( aij ) ,b (l) =b 

消元的过程是将^ (1 \=6 (1> 加工成一个三角形的方程组 ， BP 
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数值分析同步辅导及习题全解 


a{\ } Xi +a[ l 2 Xz+a^ x 3 H - Va[ l u ] x n = b\ l) 

x 2 +an Xo, H - \~ a ( 2 V x u = b2 2) 

以): c 3 H - ^ x n = b ( 3 3) 


(5.3) 


a\- z 1 n = a ( i j" ) — l ik a[ h f , i^j = k J rl , ^ + 2 , • • • <,n 

其中 = b \ k) ~ L tk b [ k) , z = 々 +1 ，々 + 2, 

lik = ClT / di'k » z. = A + 1 ，々 + 2 ， • • • ， 7? 

从 （5. 1) 到 （5. 3) 的过程叫做消元过程 .（5. 3) 的系数矩阵是上 
三角矩阵，这是很容易求解的. 

2. 回代过程 

对 （5. 3) 求解，得 

b u) 

X = — ^- 

” a ，） 

' b[ k) - Y, 

x k = - L ~^ - ，k = 77 — 1， 7? — 2,…，2,1 

a kk 

这个求解过程称为回代过程. 

三、高斯列主元素消去法 

在消元过程中可能出现的情况，这时消去法将无法进行. 
即使主元素乒0,若很小时，用其作除数，会导致其它元素 
数量级的严重增长和舍入误差的扩散，最后也使得计算解不可 
靠，故也应避免采用绝对值小的主元素，实用的高斯消去法应 
该在消元过程的每一步，都在可能范围内选择绝对值较大的元素 
作为主元，以避免舍入误差的增长，这就是高斯主元素消去法. 
列主元素消去法的具体做法，就是在进行第々步消元（々=1，2,…， 
W 时，对第 A 列选取绝对值最大的元素，称为主元.即 

I a-^ k | = max | a^l \ 

k lz«n 

并将其所在的行与第 A 行对换，再进行第 & 步消元，这样保证每 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


个行乘数的绝对值不大于1，即保证 


UJ 




<1 


完成了 ；7-1步消元后，再回代. 


(/ = 々，々 + 1 ， … ,77) 


四、矩阵三角分解法 

A = Lt； 称为矩阵的三角因子分解，简称三角分解，其中 L 为下三 
角阵，为上三角阵，若进一步 L 为单位下三角阵，则称三角分解 
A = LU 为 Doolittle 分解 .A 有惟一 Doolittle 分解的充要条件是 

A 的前;7 — 1个顺序主子式均不为零. 

解方程组 Ajc =6 等价于解两个三角方程组 

j^y = b 
}vx = y 

这称为求解方程组的直接三角分解法. 

如果矩阵 a 对称正定，则有惟一的形如 a =i2 T 的三角分解.这 

里 Z 为对角元全大于零的下三角阵，此分解称为 平方根分解或 

Cholesky 分解. 

当 A 对称正定时还可作如下分解 

a=ldl t 

其中 L 为单位下三角阵，!>为对角阵. 

1.平方根法 

定理 （对称正定矩阵的三角分解或 Cholesky 分解）如果 A 为 
n 阶对称正定矩阵，则存在一个实的非奇异下三角阵1>使^ = 
LL T ， 当限定 L 的对角元素为正时，这种分解是惟一的. 



~lu 1 


In U\ … Ini 

l^A-LL 1 - 

,21 111 

• • • 

• • • 


hi … ln2 

參 • 

• • 


• • • 

1 nl L n2 ••• L im 


• • 

l nn 
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数值分析同步辅导及习题全解 


其中4>0(/=1，2,…解对称正定方程组 Ax = b 的平方根 
法计算步骤 如下： 

对于 J 


① 【a 




=1 ， 2 ， 



i-l 




k=\ 


j-i 

ciij 

TM ]k 

々 =1 


> 


(i = j + 1 ，…， 77) 


JJ 


求解 Av = 幻即求解两个三角形方程组 

Ly = y ；L x = y ^ x. 


③ 3^ 


/-I 

bi — ^]likyk 

k 二 


(i = 1，2,…， 77) 


bi — D l kl oc k 

④: r 7 = —— ^ —— (I 


72 ， 77 


1，…， 1) 


2 .追赶法 

设有方程组 = / ，其中 


A 


bi Ci 

a 2 b 2 c 2 


Cln-l b n -\ C n -\ 


a 


b 


若 


A = LU 


"i _ 


Ui cli 

h i 


u 2 ch 

h ••• 


m m 

• • 

參 • 

'• i 


^n —1 ^ n ~1 

_ L 1 


u n 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


直接利用 L 乘1/得到 A 的乘法规则，求得矩阵 L 和 U 的诸元素. 
计算公式如下 


d t = Ci 9 z . = 1 ， 2 ，…， 7 ? — 1 

iii = bi 

< • 

L t =aj / Ui — 1 ， f = 2 ， 3 ， … ， 7? 

u i = b i — liCi-i 9 f = 2 , 3 ，•••，?？ 

计算次序是 A ， Z 2 ， w 2 ，/ 3 ， u 3 ，•••，/„ ， u n • 

原方程组^叉=/是通过下述两个具有两条对角线元素的三角 
形方程组 Ly = /， l/x = y 实现的.计算公式是 




y\ =fi 

= f i — hy i -\ 


2,3, 


n 


oc n —y n i u u 

x i = {y l — c l x i+l )/u 


i = n — 1 ， 7 ? — 2 ，…， 1 


五、向量和矩阵的范数 


1. 向量和矩阵范数的相关定义 

定义见教材. 


2.常用的向量范数 

00 — 范数（最大范数) 


II x || oo =max | Xj I 


1 一 范数： 

1 ^ II 1 

2 — 范数： 

1 I II 2 

P — 范数： 

3.常用的矩阵范数 

义 P 




x 


= (2乂)+ 


N 


I X , \ P )^ ，（1《夕 <+ oo ) 


n 

00 —范数（行范 数 ）：II A || oo = max 2 I ciij 

= 1 
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数值分析同步辅导及习题全解 


1 一范数（列范 数）： 

2 — 范数： 

F — 范数： 

其中 A niax (A T A) 表示半正定矩阵 A T A 的最大特征值.矩阵的前 
三种范数分别与向量的〜一范数，1 一范数以及2— 范数相容. 

六、 误差分析 

设II • Ik 为非奇异矩阵 A 的某种算子范数.称数 C 0 ndC4h= || 

A || . 

II A - 1 L 为矩阵 A 的条件数.当 A 的条件数 Cond ( A ) w 》 l 时，方 
程组 = 6 是“病态”的，否则称为“良态”的.“病态”方程组很难 
用常规方法求得比较准确的解，但对其中部分方程组，可通过余 
量校正迭代求解方程组. 

七 、 矩阵的正交三角化及应用 

1•设向量且 w T co = l ， 则称矩阵 H (( o )= I —2( o ( o t 为初等反 
射阵(或称 Householder 变换).它在计算上的作用是实现约化向 
量与矩阵，如设向量 A ： 尹0,则可选择//使 // X =± || X || 

2. 平面旋转变换，又称为 Givens 变换，可通过选择平面旋转矩 
阵，将向量中指定元素变为零. 

3 . 矩阵的 QR 分解，使用多次初等反射变换或平面旋转变换，可 
实现 A 的分解只，其中2为正交矩阵，只为上三角阵，当限 
定只对角元为正时，此分解惟一. 

4. 利用 A 的正交约化可求解超定方程组. 


A 


max 




II A || 2 = VaJAM) 


II A I 


(S4) 
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典型例题与解题技巧 


【例1】用高斯列主元消去法解如下方程组 


— 3xi + 2 x 2 + 6 x 3 — 4 


< 


10xi — lx 


5xi — x 2 + 5x 3 — 6 


解题分析 这是常规计算题，首先按列选主元素，再对增广矩阵进行 

初等行变换，从而化原方程组为上三角方程组，最后回代 
求解即可. 

解题过程 对增广矩阵按列选主元后再进行高斯消去过程，即 



回代求解得 


OC 2 








5x 3 )/y = 



Xi = (7 + 7 x 2 ) /10 = 0 


【例2】用追赶法求解如下三对角方程组 



• W 5 • 














































数值分析同步辅导及习题全解 


解题分析 本题考查了追赶法的应用. 


解题过程 



由分解公式计算得 


d \ 



w 1 = 2， 




I 



求解 



利用计算公式 = fi = — — 

, 3 7 14 

3^1=1 ， 3^=7 ， 3^3 ^4 = — y 


利用计算公式 x ,,=3；„/ 〜 

Xj = (y { — CiX i + 1 ) / ， i = n — 1 ，/? — 2 ，…， 1 

再求解 


—2 1 1 


^i n 


一 r 

5 1 




3 

2 1 


^2 


2 

3 1 




7 

5 1 


X 3 


5 

7 




14 

一 3 j 


X 4 j 


y 


彳辱 JT 4 2 ， JT 3 1 ， JT 2 1 ， 殳 1 
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【例3】用平方根法解方程组 


第5章解线性方程组的直接方法 


解题分析 
解题过程 






1 




0 


2 





7" 


OCi 


8 


^3 


-4 


X 4 j 


_ 6_ 


本题考查的是平方根法解方程组，牢记公式最关键 


In = \J ci\i = 2 ^ I 


21 


a 2\ 

In 


，/ 


31 


^31 

In 


，/ 


41 


^41 


i — 「 _ /2 — Vi 1 / — a 32 — ^31 ^21 

^22 _ V ^22 _ 乙 21 _ ^ 2 ^ ，乙 32 _ J 


2 


4 2 a42 T /4l/21 = 0 , / 3 s = ya 3 3-/L-/ 32 


122 


Z 43 


(243 




,41 ,31 — , 42,32 _ \/22 


Z33 


44 


^a u —lh —ll 2 —V 


2 

43 


推 


5 



11 


解方程组 


2 


0 


得 


3 ^i 


^/TT 


2 


3 


vTT 


0 


5 J TT 


v/22" ^78 


5 


25 


5 


6 


3^2 


2 vTT 


3^3 




3^i n 


_ 7" 

y2 


8 

ys 


-4 

_y4j 


6 

— 




2 推 


解方程组 
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数值分析同步辅导及习题全解 


「2 1 1 0 ' 


7~ 

2 2 2 ° 


2 

a/TT 3 




25 

2 2^ ° 




2 vTT 

r / 2 ^/22 


^3 


6 

5 Vll 5 


x 4 


5 v/22 

a /78 


2 推 

_ 5 j 


5 


彳辱 X \ 2 ， Jt、3 1，』、2 2 ， JT 1 1 


【例4】 设 A = a6 1X5 ，计算 A 的行范数、列范数、 2 — 范数及 

0. 1 0. 3 

Frobenius 范数. 

解题分析 本题考查了各个范数的基本定义. 

解题过程 A 的行范数 

|| A || oo = max {0. 6 + 0. 5,0. 1 + 0. 3 } = 1. 1 

A 的列范数 

|| A || ^ maxiO . 6 + 0. 1,0. 5 + 0. 3}=0. 8 
II A || F =(0. 36 + 0. 25 + 0. 01+0. 09) 1/2 = 0. 8426 


A T A 


"o. 6 o. r 


"o. 6 0. 5 n 


0. 5 0. 3 


L 0. 1 0. 3 」 



0. 37 
0. 33 


0. 33 
0. 34 


\U~A T A\ 


— A — 0. 37 — 0. 33 

一 0. 33 A 一 0. 34 

= A 2 —0. 71A + 0. 0169 = 0 


所以 A max G4 T A) = 0.685, 贝 IJ 


|| A || 2 = v/0. 685^0. 83 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


历年考研真题评析 


【题1】 （西北工业大学2006年）给定线性方程组 


— 2xi +2 x 2 +3x 3 — 12 
< — 4xi -\~2x 2 +x 3 = 12 

Xi +2 x 2 +3x 3 = 16 

( 1 ) 用列主元三角分解法求解所给线性方程组. 

(2) 写出 Gauss - Seidel 迭代格式，并分析该迭代格式是否收敛. 
解题分析 本题考查的是列主元三角分解法. 
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数值分析同步辅导及习题全解 


等价的三角方程组为< 




4xi + 2x 2 ― 


x 3 


. 2 +〜 


12 


19 


6 


x 3 


8 


5 


回代得 


^3 


4 


OCl 


28 


^1 


(2) Gauss - Seidel 迭代格式为 




( k+D 


u +1) 


( k+D 


(12-2x (k) 2 — 3 # )/(— 2 ) 


(12 + 4x 


( k+D 


(k) 


)/2 


(16 —W +1) — lx 


( 々 +i) 


/3 


迭代矩阵 G 的特征方程为 


一 2 A 


4 A 2 A 


2 A 3 A 


0 


即 


2 A ( —— 6 A 2 —— A + 1) = 0 


解得 Ai = 0 ，A 


， A3 = 


故 〆 G ) = j < l ， Gauss — Seidel 迭代法 收敛. 


【题 2 】 (四川师范大学 2005 年）设 72 阶矩阵 G 对称正定，则 /(x)= 

\! x T Qx 是向量 x 的一种范数. 

分析 根据定义，应该检验/( X )是否满足范数的三个条件，在具体 

检验过程中再考虑是否要用到其他数学结论. 

证明 （1) 因2对称正定.则对任意向量 X ， 二次型 x T Qx > 0, 故 

f(x) = \Jx T Qx ^ 0,且仅当 x = 0时 f(x) — 0. 

(2) 设 c •为任意实数，则 

f(cx) = y(cx) T Q (cjc ) = \/ c 1 x T Qx 

=I c I ^x T Qx = I c I fix) 

(3) 下边证明三角不等式 /(jc + j 0</( x )+/(30 成立足点. 


• • 






















































第 5 章解线性方程组的直接方法 


f(x + y ) = V(x + y ) T Q(x + y ) 

= Vx T Qx + y T Qy + x T Qy + y T Qx 

= Vx T Qx + y T Qy + 2 x T Qy ① 

因 2 对称正定 ，则 2 —定有因子分解形式 

Q = 是可逆矩阵） 

从而=(价 T ) (办），由数学上著名的柯西一施瓦慈 
( Cauchy — Schwartz ) 不等式 

I ( x , y ) |< II x || 2 || j || 2 

即两向量内积的绝对值，不超过两向量2 — 范数的乘积， 
于是有 

| x T Qy | = | ( Bx ) T ( By ) \ 

< V ( Bx ) t ( Bx ) V ( By ) T ( By ) 

代入式①有 

f(x + y ) < ^/ x T Qx + y T Qy + 2 ^/ x r B T Bx T B T fy 

=\/ x T Qx + y T Qy + 2 vTW 

= / 7 Qy 

= f ( x )+ f ( y ) 

所以三角不等式成立， /( AT ) = 是 X 的一种范数. 

【题3】（华中科技大学 2005 年）给出计算下列三角线性方程组的 

“追赶法”算法，并分析其运算量. 


bi Ci 0 0 0 0 ] 




~ dy " 

a 2 b 2 c 2 0 0 0 

• • • • • • 

• •籲 ••鲁 


Xl 

• 

• 


di 

• 

% 

春春參 • • • 

0 0 0 … a , 厂 1 b n - Y C n - Y 


• 

JT , 厂 1 


參 

d n -i 

0 0 0 … 0 a n b n 




dn 

— — 


— — 


- ~~ 1 


其中 I 匕 I > I A 1 + 1 \ A ^ i ^ n.Ui = 0, c n = 0. 


解题分析 本题考查了“追赶法”解对角线型方程组. 

解题过程 记 A = ~，: yi = 4 
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数值分析同步辅导及习题全解 


对 f = 2,3, …，77 作如下计算 



其中 


a 


U i-i 


bi — liCi-x , yi = cl, — 以 ] 


经过上述〃一 i 步，原三对角方程组变为如下同解的 
对角方程组 


Ui Cl 


u 2 Cl 


yi 

yi 


U n— 1 Cfi-l yn~l 


u n y n 


回代得到 


x n = —, Xi 
u „ 


(yi — CiX i+Y )/ 


n — 1 ， 7 ? — 2 ，…， 1 


上述过程可归纳为 
追过程 

① 以 1 b\ d\ 

② 对 / = 2,3,…， 7? 依次计算 


a ； u ；- 


bi — L,c,-i yt di i,y 


yj 认 n 


赶过程 

① 工, ,= 

② 对 f = wl ，"-^，一，？，〗 依次计算 

OCi (y, — CiX i+l )/Ui 

计算量 

追过程，乘除次数 Mi = 3(77-1) = 3/7 — 3,加减次数& 


= 2(77-1). 

赶过程，乘除次数 M 2 = 1+2(77-1) = 2〃 一 1， 加减次 
数 S 2 = "― 1. 

追赶过程总次数，乘除 M = 5〃 一 4,加减3〃 一 3. 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


课后习题全解 


◦ 1. 设 A 是对称阵且 an 关0,经过高斯消去法一步后， A 约化为 


“11 

0 


T 

01 .证明 A 2 是对称阵. 


证明 由消元公式及 A 的对称性得 


aj ; 2) = a" — C ^ai j = a" — C -^-a u = a)/) ， i，j = 2 ， 3 ， … ， t? 

“li 

故 a 2 对称. 

0^1 设 A = 丄是对称正定矩阵，经过高斯消去法一步后 ， A 约化为 

^ii a i ) 

0 A 2 

y 

其中 A 2 = ( a ?)— ，证 明： 

(1) A 的对角元素 a „. 〉 0 (f = 1 ， 2 ，…， "）； 

(2) A 2 是对称正定矩阵. 

证明 （1) 因 A 对称正定，故 


cia —■ ( j\.c ■, ^ 6 j ') 0 ? 1 ―― 1，2，•••，?？ 

其中= (0 ，•••，() ，〗，()， …， 0) T 为第〗个单位向量. 
(2) 由 A 的对称性及消元公式得 


a 


( 2 ) 
• • 

l J 


Clij 


Clil 


ciji — ^au 

an 


故也对称. 


a 


( 2 ) 
• • 

J l 



又 




LM 其中 L 


^21 

^11 



“11 
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数值分析同步辅导及习题全解 


显然非奇异，从而对任意的 x # 0,有 

Ljx ^ 0 , ( xjLiALjx ) = ( Ljx tALJ x ) 〉 0 (由 A 的 

正定性）故1^^『正定. 


又 L { AL ] 



0 

) ， 而 an 〉0 ， 故 / I2 正疋. 

■^2 ' 


0 3. 设^为指 标为々 的初等下三角阵（除第々列对角元以下元素 
夕卜， L 和单位阵 J 相同），即 

k 


Lk 


求证当纟 ，7 > &时 ， L = I . LJ , 也是一个指标为々的初等下三 
角阵，其中4为初等置换阵. 

证明 由矩阵乘法简单运算即得证. 

◎ 4. 试推导矩阵 A 的 Crout 分解 A = LU 的计算公式，其中 L 为下三 


角形阵， t / 为单位上三角形阵. 

分析 由系数矩阵 A 的特点，将 A 分解后，由矩阵乘法比较两边 

待定系数. 

解 设 

ci n a l2 … a ln 

a _ a 2l a 22 … a 2n 


n 1 ^//2 




• m • 














第 5 章 


解线性方程组的直接方法 


~ln _ 


1 U l2 … U\n 

,21 111 

• • • 

• 拳參 


1 … Uln 

• • 

• • 

• • • 

1 n2 ••• 1 tm 


参 • 

1 


由矩阵乘法知 


a 


In U\\ Z/i ^ i == 1 ， 2， • • • ， 7? 


故 


a yl ， i = 1 ， 2，…，77 


34 ph aij = In ii\j 9 ii\j 


a n • 


li 


2,3,… ， 7? 


现假设 L 的前々一 1 列和 U 的前々一1行已经算出.由 

k k~\ 

a ik = ^ ^ir U rk = ^ lirlt r k 9 f = 々，焱 + 1 ， • • • ， 7? 


r = 


故 


ik 


々一 I 

a ik — 〉: hk 


k,k + l, 


• mm 


n 


同理有 


k-\ 


a 


X] hi X] ^ hli n + hkU kj ， ， j = k + l,k+2r 9 ^n 


故 


，—l 


> : L kr ll rj 


I kk 


i = k + l,k + 2, 


n 


综合上面推导结果得 Crout 分解公式为 


a 


Uij 


an 


n 


(i = 1 ， 2 ，•••，"） 


(j = 2,3,… ，77) 


左一 i 


L ik = a lk — l n u rk (i = 々，焱 + 1 ， ••• ， 7?) 


k-i 




u 


n 


认 kj 


L kk 


(J = 6 + l ， A+2, … ， 7?) 
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数值分析同步辅导及习题全解 


• 5. 设 t/x = I 其中 [； 为三角矩阵 • 

( a ) 就 U 为上及下三角矩阵推导一般的求解公式，并写出算法. 

( b ) 计算解三角形方程组 Ux = d 的乘除法次数. 

( c ) 设为非奇异阵，试推导求 JT 1 的计算公式. 

分析 步骤参看习题 4. 

解 （ a ) 设1/为上三角阵 


Un U12 … U\n 


^1 



U22 … U 2n 

• # 

• • 


^2 

# 

• 


^2 

• 

參 

• • 

认 wt 


• 

T 


• 

^ n 

1 -^― 



当 t / 为下三角阵时 


得 

^1 


tin 


0 C\ 


d\ 

^21 U22 

• • • 

• • • 


^2 

• 

• 


^2 

• 

• 

• • 參 

U n l U n2 … li nn 


• 

X 

n 

— 


• 

丄 n 

— 


d\ 

—— 

u n 



2，3，…， 72 


( b ) 除法次数为〃，乘法次数为 


1 + 2H - h (7?- 1) 


77(77 — 



1) 
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故总的乘除法次数为 




















































第 5 章解线性方程组的直接方法 


n ( n — 1 ) 7? ( 77 + 1 ) 


( c ) 设 t ; 为上三角阵， rr 1 = s ， 则 s 也是上三角阵.由 


u n Un … u ln 


5ll 512 … 


'1 _ 

u 22 … u 2n 

• • 


S22 … 〜 

• # 


1 

• 

# 

零 w 

• • 

^ wi 


搴 w 

• • 

V 

nn 


• 

1_ 


得 


， i = 1,2, …， 7? 


2 u ^ s kj 
k = i+i 


j = f + 1 ， Z . + 2 ，…，7? ; Z . = 7 Z — 1 ， 7? — 2 ，…， 1 

当为下三角阵时，由 


U\i 


卜 S’ll 


~1 _ 

u 2l U 22 

• • • 

# • • 


^21 、’22 

暑 • • 

籲籲參 


1 

• 

• 

• • • 

U n l U n2 ••• U m 


• • • 

心 1 〜 2 … 、」 


參 

_ 1_ 


得 Sii = —， Z . = 1 ，2，…，7? 

Ua 

j 

y ] u lk s kj 

k = Z.+l • 1 o 1 • • I 1 

Si ； =— - ， z = 77——1 ，77—— Z ， ••• ， 1 = Z + 丄，•“， 77 

u a 

小结当为非奇异矩阵时，则可通过高斯消去法及交换两行的 

初等变换将方程组约化. 

◎ 6. 证明 ：（ a ) 如果 A 是对称正定阵，则 / T 1 也是对称正 定阵； 

( b ) 如果 A 是对称正定阵，则 A 可惟一地写成 A =1/1，其中1 
是具有正对角元的下三角阵. 

分析 Doolittle 分解的充要条件是前 〃一 1个顺序主子式均不为 

零. 
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数值分析同步辅导及习题全解 


证明 


( a ) 因 A 是对称正定阵，故它的特征值 A , 全大于…^^的 
特征值 Ar 1 也全大于0.又 

( A ^ 1 ) 7 = ( A T )~ l = A - 1 
故 / T 1 是对称正定矩阵. 

( b ) 由 A 对称正定，故 A 的所有顺序主子式均不为零，从 


而 A 有惟一的 Doolittle 分解 A = LlJ . 又 


U 


U\\ 


W22 


u 


nn 


U \2 

Un 


u bl 


11 


U 2?i 

22 


=DU 


0 


其中 D 为对角阵，1；。为单位上三角阵，于是 A = LU = 


LDU 0 X 


A = A T = U ( \ DL 


T w^w T 


0 


由分解的惟一性即得 


ul = L 


从而有 


A = LDL 


T 


又由 A 的对称正定性知 

D. 

d\ = Di 〉 0 ， d] — 〉 0 (i = 2 ， 3 ，…， 7 ?) 

D /-i 


故 D = 

d\ 

• 


V d\ \/ dz 

• 

• 

• 



參 

• 

dn 


[ Vd n J 


a/ ^2 

• 

• 

參 


- D 

y £)y 



\! d n 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


故 

A = LDL t = LD^D^L 7 = (LDi)(LDi) T = LL T 

其中 L = LD ^ 为对角元为正的下三角形矩阵. 

@7^用高斯一若当方法求 A 的逆矩阵，其中 


分析 


A 


- 3 




-2 


0 - 1 


由 A 的增广矩阵推出 


解 



[A | I ]= 

-1 



0 

0 

0 

1 
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数值分析同步辅导及习题全解 


1 0 0 0： 
0 10 0 : 
0 0 10 : 
0 0 0 1 I 

" _4_ 10 

85 17 

33 _ _6_ 

A -i _ 85 ~17 

_ 19 5 

_ 85 I? 

_ A _ 2_ 

_ 85 _ 17 

0.047 058 9 0. 588 235 3 

0.388 235 3 - 0.352 941 2 
0.223 529 4 0.294 117 7 

0.035 294 1 - 0.058 823 5 


4 

10 

23 

16 

85 

17 

~ 85 

—17 

33 

6 

41 

13 

85 

—17 

85 

17 

19 

5 

3 

8 

85 

17 

_ 85 

17 

3 

1 

4 

5 

85 

~17 

85 

17 


23 

16 

85 

—17 

41 

13 

85 

17 

3 

85 

8 

—17 

4 

85 

5 

17 


— 0. 270 588 2 - 0. 941 176 4 

0.482 352 9 0. 764 705 8 

- 0.035 294 1 -0. 470 588 2 

0.047 058 8 0.294 117 6 


08. 用追赶法解三对角方程组 Ajc =幻 其中 



解 设有分解 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 
















cxi 




Oil 








«4 


«5 


A 


A 




A 


由公式 




b \ 


0C\ ^Ci 


cnpi 


b x = a,/? 


a 必 


a ； 


(i = 2,3,4,5) 
(i = 2,3,4) 


其中分别是系数矩阵的主对角线元素及其下边和 
上边的次对角线元素，则有 


Oi\ 


2, 


6 


Oil 




a 4 


as 



- 121 - 








































































数值分析同步辅导及习题全解 


得 A 


3^2 


3^3 


3^4 


3^5 


由 


2 


2 


3 


3 


4 


^1 


工1 


^3 


X 4 


义5 


2 

1 


3 

1 


4 

1 


5 

1 


得 


^5 


X A 


^3 


OCl 


0 C \ 


5 


◎ 9. 用改进的平方根法解方程组 


"2-11" 




「4 _ 

— 1 2 3 


OCl 


5 

1 3 1 


_^3_ 


L 6 


分析 改进的平方根法可避免解正定方程组时的开方运算 

解 设 


"2- ll " 


— 1 ' 


V d \ ] 


1 4 l ,31 

一 1 2 3 


,21 1 


^2 


1 Uz 

1 3 1 


,31 ^32 1 


L 4」 


1 


由矩阵乘法得 


d 


2 ， I 


21 


I 


31 


ch 


,32 


7 


5 


d 


27 


由 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


得 A 




14 


23 


?Q 

故心=^ = 2. 555 555 6, 


x 2 


0C\ 


10 


1. Ill 111 1 


=CL 777 777 8, 


◦ 10. 下述矩阵能否分解为 L (7( 其中 L 为单位下三角阵， (7 为上三 
角阵）？若能分解，那么分解是否惟一？ 


A - 

"1 2 3" 

2 4 1 

， B 

"1 1 r 

2 2 1 

， C 

"1 2 6 " 

2 5 15 


_4 6 1 _ 


3 3 1 

■■ ■ 


_6 15 46_ 
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数值分析同步辅导及习题全解 


解 八中“ =0, 故不能分解.但 det(A) =—10#0, 故若将 A 中 
第一行与第三行变换，则可以分解，且分解惟一. 

B 中〜〜= 0,但它仍可以分解为 


B 


~1 ] 


—1 1 1 — 

2 1 


0 0 — 1 

_3 Z 32 1 」 


[0 0 Z 32 2 」 


其中心为一任意常数，且奇异，故分解不惟一 
对 c，4 ¥0“ = 1 ， 2,3, 故 C 可分解且分解惟一 


C 


3 


2 6 


◎ 11 . 设 A — 

~0. 6 

0. 5" 


0. 1 

0. 3 


，计算 A 的行范数，列范数，2 — 范 数以及 


F —范数. 


分析 本题考察了各个范数的基本定义 


解 II A || 


max 




a 


l J 


A 


max 〉 


a 


l J 


= 0 . 


II A || F 




~ 


a 


u 


VO. 71 = 0. 842 6 


A T A 


" o . 6 0 . l " 1 


" o . 6 0. 5" 


0. 5 0. 3 」 


0.1 0. 3 



0. 37 0. 33 

0. 33 0. 34 


AmaxCA 1 A) = 0. 685 3 


故 


A II 2 = v'A.axCA^) = 0.825 


O 12 . 求证: ( a ) II x II 03 < II X II 1 < " II X II - ， 


(b)-^||A|| F < || A || 2 < || A 

\jn 


F 
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证明 （ a) 由定义知 


第5章解线性方程组的直接方法 



1 X II CO 

=max 

OCi < 2 I 1 

i = 1 


一 i 丨 ii 

n 

i < 2 max 

i= i i <，<» 


oo 

Si 

X oo — 77 X 


i=i 


Xi 



故 || x || oo < II X II 1 < 77 II A ： II oo 

(b) 由范数定义，有 

II ^ II 2 = A max (A T A) 

^ Ai (A 1 A) +A2(A!A) + … + A»(A 1 A) 
— tr ( A T A ) 




a 




a i2 


鲁镰暑 


+ s 


a 




a 


u 


II A III 


II ^ II 2 ― Amax (A 1 A ) 


< 丄 [A(A t A) +A 2 (A t A) + … +a"(a t a)] 

n 


= 丄 MIII 

n 

故 -^ || A || F < || A || 2 < || A || F 

\jn 

◎ 13. 设尺^且非奇异，又设 II A ： II 为 IT 上一向量范数，定义 

\\ X \\ p = II Px II . 试证明 II X II p 是只 11 上向量的一种范数. 
分析 即证 II X II , 满足范数的 4 个条件. 

证明 （1) 因 P 非奇异，故对任意的 * v #0, 有故 || x || , 

= II Px || ^ 0,当且仅当 JC = 0 时，有 II JC II , = 


II Px I 




(2) 对任意 a e R 1 ， 有 

II ax \\ p = || Pax || = I a I || Px || = | a || I x || ^ 
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数值分析同步辅导及习题全解 


(3) || x +j || , = || P(x + y ) || = || Px+Py || 

< II Px II + II Py II = llx ||,+ || j ||, 
故 || x II , 是 IT 上的一种向量范数. 

• 14. 设 A G R nXn 为对称正定阵，定义 II x || A = ( Axr ， x )+， 试证明 
II x || 4为『上向量的一种范数. 

分析 同习题13证 II x II p 满足范数的4个 条件： 正定性，齐次 

性，三角不等式 （2 个）. 

证明 （1) 因 A 正定对称，故当 a : = 0时， || x || A = 0,而当 jc # 

0时， || X || A = ( x T Ax )^ > 0. 

(2) 对任何实数 r ， 有 

\ cx \\ A = ^/( cx ) T A ( cx ) = I c I \/ x { Ax 


( 3 ) 因 A 正定，故有分解 A = LL T ， 则 
|| x || A = ( a : t Ajc)t = ( x t LL t jc ) 士 

=(( L t jc ) t ( L t x ))^ = || L T x || 2 
故对任意向量 x 和，总有 

II ^ + J II A = II L T (X + j) || 2 = || L T x + L T y II 2 

< II L^x || 2 + || L^y || 2 

=I II A + II J II A 

综上可知 ， II X II A = ( x T Ax )^ 是一种向量范数. 

小结不论向量范数形式如何复杂，只须牢记按定义证明 
# 15 .设 || A II ,., || A II ,为上任意两种矩阵算子范数，证明存在 
常数 c 1 ? c 2 > 0 ,使对一切 A e R nXn 满足 

ci II A || , < || A || , < c 2 ||A||” 

分析矩阵范数 II A | U 依赖于向量范数 || x || ,作等价代换. 
证明 因为 


A 


max 


Ax I 


II i I 


由向量范数的等价性知，存在常数 c /, c /> 0 ,使对任意 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


x 


，有 


c / II A . 


< II Ax || , < c 2 ' || Ax 


O’ IMI ‘、 • < II x II , < c 2 ’ II X II 


故 


c/ II Ax II 

Cl II OC II 


< 



Ax 

L 


II I II 

t 




c / II Ax II 

c/ l|x|| 


令 


Cl 


C 2 


Cl 


Cl 


C \ 


Q ，则有 


Cl 



Ax 

s 


X 

s 


Ci max 

x^O 


< 


< max 

II ^ II , 


Ax |L 


i II 





Ax 

L 


ikii 

.、• 


/^<c 2 max 

II X II ， 


A. || 


x|| 


即 


d II A II s < ||AL<c 2 II a II 


小结矩阵范数是向量范数概念的推广 . 
0 16 . 设 A 为非奇异矩阵，求证 


A 


— 1 


mm 


II 

Aj | 

U 


1 jll 

OO 


证明 II A " 1 


max 


II A _1 X || OO A 


-1 




II 11 


max 



1 jII 

oo 


Aj 

IU 


max 


1 

II Aj 

IU 

1 

1 Jll 

oo 


故 


A 


—i 


mm 

y^o 


◎ 17 . 矩阵第一行乘以一数成为 A 


cond(A)oo 有最小值 . 

分析 cond(A)oo 有最小值时，即 

II A - 1 II oo II A IU 有最小值 
证明 设 A 乒 0 ,则 


Aj | 

u 

1 jII 

CO 

_ 2 A a 

9 


，证明当 A 时， 
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数值分析同步辅导及习题全解 


II A|| 


A |> 


2 


< 


2, 


A |< 


2 


又 

A- 1 : 

故 

II A- 

cond(A)oo 




1 -A 
1 2A 


2 1 

A 

+ 1 


A 1 



A 


—1 


^ II A || 


A + 3 ， 


A l> 


2 




2 + 


1 


A 


A |< 


2 


从而当 I A 


时，即 =A ± ^ 时 ， (: ond(A)oo 有最小值 


日 


© 18 . 设 A = 


100 99 

99 98 


min cond(A)oo = 7 


，计算 A 的条件数 condCA)^^ = 2 ， cx^). 


分析 由定义直接计算 . 


解 A 


— 1 


98 99 


99 


100 


II A|| 


cond(A) 


II A ' 1 


II A- || 

.II A || 


199 


199 
39 601 


A r A = 


19 801 19 602 

19 602 19 405 


故 cond(A) 


A 1 || 2 || A 


An^xCA 1 A) 


max 


Amin (A T A ) 


39 205.974 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


◦ 19. 证明 ：如果 A 是正交阵，则 cond(A) 2 = 1. 

证明 因 A 正交，故 = AA T = / ,A 1 =A T ， 从而有 


II A || 2 = Vp(A T A) = y^(T) = 1 


II A" 1 || 2 = || A r |l 2 = Vp(AA T ) = = 1 

故 cond ( A ) 2 = || A 1 || 2 II A || 2 = 1 
O 20 .设 G ，且 II • II 为上矩阵的算子范数， 证明： 

condCAB) ^ condCA)cond(^). 

证明 cond(A) = || A- 1 || || A || > || || = || I || >= 1 

cond(A) = || A -1 || || A || = || (A— 1 ) -1 || || A 一 1 I 

=cond(A— 1 ) 

cond(aA) = || (oA)— 1 || || oA || = j || A— 1 || a || A || 

LJ 

—— I A— 1 || = Cond (A) 
cond ⑽） =|| (ABT 1 || || AB \ 

< || A- || || || || A || || ^ II 

=|| A- || || A || || B l || || B || 

=cond(A)condC^) 

籲 21. I 设 Ar = b, 其中 A G ^ nXn 为非奇异阵，证明 


(a) A T A 为对称正定 矩阵； 

(b) cond(A T A) 2 = [cond(A) 2 ] 2 . 

分析 A 的谱条件数 


cond(A) 


II A || 2 || A- 


Amax(A r A) 
Amin(A r A) 


证明 （ a) (A T A) T = A T (A T ) T = A T A 


故为对称矩阵 . 

又 A 非奇异，故对任意向量 x 关 0, 有 Ax # 0, 从而有 
x T A T Ax = (Ax:) t (Ajc) 〉0 

即为对称正定矩阵 . 

(b) cond(H ) 2 = || (A T A)~ l || 2 II A T A || 2 
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数值分析同步辅导及习题全解 


小结 本题考查了对称正定矩阵的谱条件数. 


.yA mix [((A T A)- 1 ) T (A T A)- 1 ] v / A m ax[(A T A) T (A T A)] 

v/A^CCA^)- 1 ) 2 ] v/A max [(A T A) 2 ] 
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第 6 章 

解线性方程组的迭代法 

内容提要 

一 、 基本迭代法 

设有方程组 AX = 其中 A = U /；7 )„ x , z 为7?阶非奇异矩阵， A ： 和办为 
n 维列向量. 

将 Ax = 6等价转化为 x = Bx + g ， 其中 B 为 n 阶矩阵， g 为 77 维 
常向量，迭代格式 

jc ( 出 ） = Bx (k) +g (k = 0 ， 1 ， 2 , …） 

称为求解 Ax =6的简单迭代法称为迭代矩阵.特别地，有雅可 
比 迭代法 卞 0 ，i = 1 ， 2,… ， 7?) 

jc a+1) = U — ITU)JC ⑴ + D~b 
其中 ， D = diag ( a n , a 22 ，… a _) ，其分量形式为 

” (Z'=l ， 2, … ， 77) (k = 0,1,2 , •••) 

a '> j = \ 

j^i 

二、 雅可比迭代法 

n 

设有方程组 2 a ' j x J = h(i = 1，2,…， 7?). 
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数值分析同步辅导及习题全解 


简记为： Ax： =办.其中 A 为非奇异阵且 a // ^ 0 (i = 1，2，…， m). 


考虑由 




h 的第 z 个方程解出得到 


X; 


1 n 

—(匕一 ) a = 1，2，…， 7?) 

CI ；； • _ 1 


j 羊 i 


对该方程组应用迭代法，即得解方程组 AX =纟的雅可比迭代公 
式（分量形式） 


X 


(k+1) 




a 


(《 - 2 


UijX 


(k) 




i = 1，2,…，7?;焱 = 0，1， 

其中 = ( x [ k \ x c 2 k) 


• mm 


( 6 . 1 ) 


公式 （6. 1) 可写为X 


BX (k) +/，现将 A 分裂为 


A 


一 0 



^11 


^21 

• 

• 

• 

0 

• • 

• • 

• 參 

B + 

^22 

• 

• 

參 

a"i 


0 


^ nn 

— 



— 

— 


^12 


a 


^n —\ ，// 
0 


L + D + U 


公式 （6.1) 也可写为矩阵形式 


X ( 


k+i) 


=-D^(L + U)X {k) +D~ b 

[B =—ir a + LO ，/ = D l b 

其中忍 =— D-ia + U) = J — D—l 称为 JaaM 迭代阵，记为 B 


高斯一塞德尔迭代法 


高斯一塞德尔迭代法（分量形式) 

. i—1 I 


X 


(k+1) 




a 


(匕一 S 


¥欠 +1) 


2 


= i+i 
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第 6 章 解线性方程组的迭代法 


i = 1 ， 2 ，•••，??； k = 0 ， 1 ， 2,… 

该公式可写为矩阵形式为 

( X (k+1) =- (D + L )~ l UX (k) + (D + D^b 

B =- (D + D^U 

f = (D + L)~ l b 

其中 B =- ( D + L )~ l U 称为 Gauss - Seidel 迭代阵，记为反. 

四 、 逐次超松弛迭代法（简称 SOR 方法） 

SOR 方法是高斯一塞德尔迭代法的一种加速方法，是解大型稀疏 
矩阵方程组的有效方法之一. 

SOR 方法的分量形式 

+ ^ (bi -^ aijX ^ - ^ aij x ) k) ) 

CL a ^ 

尸 1 j = i 

i = 1，2,…， 7?;^ = 0，1，2，“. 

其中 CO 称为松弛因子. 

SOR 方法的矩阵形式 

X (m) = (D + cX) _1 [(l + oXI > + cX)— 1 办 

i B = (D + ojL) 1 [(1 — co)D — coU] 

f — co(D + coL ) 1 b 

其中 B = (D + cvL )- 1 l ( l - co ) D - cvU ^ 称为 SOR 方法的迭代矩阵， 
记为 B s . 

五、 迭代法的收敛性判定 

1. 基本迭代法式 x (m) = Bx (k) +g(k = 1,2,-) 对任意初始向量 
x (0) 和右端向量6都收敛的充要条件是^(扪< 1. 

2. 若迭代矩阵 J 5 满足||_6|| 1 <或 || B || ^<1，则简单迭代法和 
相应的高斯一赛德尔迭代法对任意初始向量都收敛. 

3 . 若系数矩阵 A 严格对角占优或不可约弱对角占优，则求解 Ajc 
=办的雅可比迭代法和相应的高斯一赛德尔迭代法对任意初始 
向量 x ( C )) 都收敛. 
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数值分析同步辅导及习题全解 


4. 若系数矩阵 A 对称正定，则求解 Ajc = 6 的与雅可比迭代法对应 
的高斯一赛德尔迭代法对任意初始向量/〜都收敛. 

5. SOR 法对任意初始向量都收敛的必要条件是0 〈 a ； < 2. 
若系数矩阵 A 对称正定，则0〈 w < 2也是充分条件. 

6 . 若系数阵 A 严格对角占优，则 0< w < 1时 S0R 方法必收敛. 

六、分块迭代法 


分块迭代法分为 （1) 块雅可比迭代法 （ BJ ) 和 （2) 块 S 0 R 迭代法 
( BS 0 R ) 

定理 设 Ax =幻其中 A = D — L — tK 分块形式）. 

(1) 如果 A 为对称正定矩阵， 

(2) 0 < «< 2. 

则解 Ax = 6的 BS 0 R 迭代法收敛. 

典型例题与解题技巧 

【例1】讨论用雅可比迭代法求解方程组 


r^i 

< 


+ 2^2 — 2^3 


J ； 1 ^ 2 I 3 



2xi + 2 x 2 + x 3 



的收敛性.如果收敛，则取初始向量 x (C)) = [oo 0；7迭代 
求解，当 II X ( ^ +1) — x ⑴ IU < 10— 5 时迭代终止. 

解题分析 本题中收敛性的讨论是常规的，求解过程中的计算也是 

基本的. 

解题过程 雅可比迭代矩阵为 


— 1 0 — 1 


其特征值求得为2! = A 2 = As = 0,故 〆 B ,) < 1，雅可比 
迭代法对任意初始向量都收敛. 
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第 6 章 解线性方程组的迭代法 


雅可比迭代格式为 



— 2 x [ k) + ) + 5 

, x^ +1) =- +x^) + 1 

x ^ +1) =—2{ x [ k) + x \ k) ) +3 
= [0 0 or 时，迭代求得 


jc (1) = [5 1 3 ] t 

jc (2) = [9 —7 — 9 ] r 


jc (3) = [1 1 -1] T 

【例 2 】 设 B 为 n 阶实对称矩阵， A 为〃阶对称正定矩阵，考虑迭代格 

式 

X (k+1) = BX a) +d. 

如果 A — BAB 正定，求证此格式从任意初始点 X 〜出发都收 

敛. 

解题分析 本题考查了迭代法的收敛性. 

解题过程设 A 为 B 的任一特征值 ， m # 0为相应的特征向量，则 

= Am ，从而 


u l (A — BAB )u 


u J Au 

u T Au 

u T Au 




u 1 BABu 
(Bu) t A(Bu) 

(Am ) T A (Am ) 


= (1-\ 2 )(u t Au). 

因为 A — BAB 和 A 正定，故 

u r (A — BAB )u = (1 — A 2 ) u'Au >> 0 

1—A 2 > 0 

即 I A |< 1， YB ) < 1 

因此此格式对任意初始点 x (()) 都收敛. 

【例 3 】 设 A G 只" Xw 为不可约弱对角占优阵，且0 < ⑴< 1，证明 AX 

=办的 SOR 方法收敛. 

解题分析 本题考查了 SOR 方法的收敛性. 

解题过程 A 为不可约弱对角优势矩阵，则^ #0 (z = 1，2,…， W ， 

且 A 非奇异，而 SOR 法的迭代矩阵. 
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B s — (D + coL ) -1 [( 1— co)D — coU ^\ 

其中 A = D + L + U ， D 、 L 、 U 分别为 A 的对角严格下三 
角与严格上三角矩阵.只要证0 < w < 1时 p ( B s ) < 1. 
用反证法，设 B . s 有一个特征值 A ，满足 | A |>1，则有 

det(Ai _ Bs) — 0 . 


【例4】 


由此推出 

det { (D + oiL ) 1 [(D + cvL ) — (1 — a»)D — coU ]} = 0 

A 

即 

detid + cvLr 1 - det [( l -4- d - o;)D + a J L + y - U ] = 0 

A A 

因 A 为不可约弱对角优势矩阵，故在0 < w < 1成立时 
det(D + oiL)— 1 关0;又 


A = D + L + t ； 与 X 


1 


—( 1 — co ) 

A 


D + cvL + ^U^ 

A 


0〈 W <1 时的非零元素与零元素完全一致，所以 Z 也是 
不可约的，而且 S 的对角元满足 



a 


> 

1 一 - 

A | (1 - 

^ co a a 




j 关 i 

> 1 

a tJ |+〒 


a 


a 




S 

=i+l 


a 


u 


i = 1 ， 2 ，…， 7? 

它表明当 A 为弱对角优势时 I 在0 < 1时也弱对角 


优势，故 detA 7 ^ 0 . 这与 det(Ai —B s ) = 0 是矛盾的，故 


| A | < 1 ， 即 p(B s ) < 1 ， 于是 SOR 法收敛. 

设有对称矩阵 A = ( a ij )? iXn,D = diag ( a n ， a 22 ，… ， a „„) ，其 
中 a " 〉0 (i = 1 ， 2 ，…， 7?)• 


求 证：若 2 J — ! T + AIT + 正定，则对任意初始向量，高斯一赛 
德尔迭代法求解方程组 （2 D — A)x = 6必收敛. 
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解题分析 显然，系数矩阵 2D — A 对称，如能证明 21> — A 正定，则 

可知高斯一赛德迭尔代法收敛 . 而为证明 2D-A 正定， 

可把它和 —I 的正定性联系起来 . 


解题过程对任意非零向量 x # 0, 令 j 7 = Dix ， 因 a„ 〉 0 ，故非 


奇异，从而 # 0 ,注意 

x t (2D-A)x = ( D~^ y) T (2D-A)(D-Jy) 


= y T D~^(2D-A)D^y 
=y T (2I — D^AD~i)y 

因 2I-D ^AD ^ 对称正定，故上式右端大于零，这说明 
jc t (2I> — 是正定二次型，即矩阵 2D—A 正定，由此知 
高斯一塞德尔迭代法对任意初始向量收敛 . 

历年考研真题评析 


【题 1 】（四川大学 2006 年）对线性方程组 


a u 

“ 12。 




r ^i n 

， a!ia 22 ~r~ 

^21 

^22 j 


^ 2 , 


L ^ 2 j 


■ 



_ 





用 Jacobi 迭代法和 Gauss — Seidel 迭代法求解，证明这两种 
方法要么同时收敛，要么同时发散 . 

解题分析本题考查了用 Jacobi 迭代法和 Gauss — Seidel 迭代法求 

解线性方程组及它们的收敛性 . 

解题过程 Jacobi 迭代矩阵 J 的特征方程为 


CL\\X CL\2 

“21 “22 又 



将行列式展开，得到 


“11 “22 又 


. 2 — a 12 ^21 — 
“12“21 ，A — — C 

a ll a 22 


当 =±W ; 当 C = 0 时， Au =0; 当 c<0 时， 


Ai ，2 = 士 y~~ci 
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综上有 


pU) = Vl C | 

Jacobi 迭代法收敛的充分必要条件为 


即 


p(J) < 1 

Ul<i 


① 


Gauss - Seidel 迭代矩阵 G 的特征方程为 


^11 A CI12 

^21 A ^22 A 


0 


将行列式展开，得到 


又（ “ 11 “ 22 又 一 Cl\2 CI 21 ) 


Ai = 0，A 


“ 12“21 


c ， P (G)= 


c 


“11 “22 

Gauss — Seidel 迭代法收敛的充分必要条件为 

p(G) < 1 

即 I c | 〈 1 

由①及②知，当 I c |〈 1时两种方法同时收敛 

当 I c |>1 时两种方法同时发散. 

【题2】 （大连理工大学 2005 年）给定线性方程组 


② 


— — 


一 — 7 


一 —y 

5 一 3 2 


^1 


4 

1 一 1 8 


0C2 


1 

_2 — 3 20_ 


^3 


-7 


试写出 Gauss - Seidel 迭代格式并分析其收敛性. 

解题分析 本题考查了 Gauss — Seidel 迭代法解线性方程组及它的 

收敛性. 

解题过程 （ l)Gauss — Seidel 迭代格式为 


工广）= 


(4 + 3:c 严 一 2jt 3 ⑴）/5 


沁工 2 


工3 


(奸1) 


(k+1) 


(1 


^1 


細 - 8 ^ 3 a) )/(- 1 ) 


(-7-2 x } (k+l) +3 x (k+l) 


2 


)/20 


(2) 迭代矩阵 G 的特征多项式为 
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5 A 一 3 


A 


2 A -3 A 20 A 


按第一列展开，得 

A [5 ( — 20 A 2 + 24 A ) +3( 20 A — 16) +2( — 3 A + 2 A ) ] = 0 
A [- 100 A 2 + 178 A -48] = 0 
解得 


Ai 


^ — 8.9+ v 8. 9 2 — 48 ^ — 8. 9 — v 8- 

，乂2 ~ 77^ 9 A 3 ~ 


48 


10 


10 


= A 2 > 1，/.迭代格式发散 • 


课后习题全解 


oi . 设方程组 


5xi + 2 x 2 


^3 


< — xi+ 4 x 2 + 2x 3 


2x\ — 3^9 + 10x 


12 , 


3 


20 , 

3. 


( a ) 考察用雅可比迭代法、高斯一塞德尔迭代法解此方程组的 
收 敛性； 

( b ) 用雅可比迭代法及高斯一塞德尔迭代法解此方程组，要求 


当 11 x ( 


/c * 1) 


|| oo < 10- 4 时迭代终止. 


解 （ a ) 因系数矩阵按行严格对角占优，故雅可比法与高斯一塞 

德尔法均收敛. 

( b ) 雅可比法的迭代格式为 


(々+1) 


(k) 


(k) 


12 


(々 m 


( k ) 


( k ) 


< 


+ 5 


( 々 +i) 


( k ) 


10 




+ Io 


取 


0) 


(1，1，1) T ， 迭代到 18 次达到精度要求 


x 


( 18 ) 


(一 3. 999 996 4,2. 999 973 9，1. 999 999 9) 


T 
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高斯一 塞德尔法的迭代格式为 


-< 


^1 


(k+l) 


(k) 


(k) 


12 

y 


(k+D 


(/e . 1 ) 


f + 5 


( 々 +i) 


( 々 +i) 


10 2 十 10 


取 x ( 

( 8 ) _ 


0) 


X 


=(1，1，1) T ， 迭代到 8 次达到精度要求. 

(- 4. 000 036, 2. 999 985, 2. 000 003)丁 


◎ 2. 设方程组 


( a )-< 


+ 0. 4x 2 + 0. 4x 

0. 4xi + x 2 + 0. 8x 


2, 


( b ) 


+ 2 x 2 — 2x 3 


< 




丄 1 I 乂 3 


0. Axi + 0. 8 x 2 + x 3 = 3. 


2^i + 2 x 2 + x 3 


1， 


试考察解此方程组的雅可比迭代法及高斯一塞德尔迭代法的 
收敛性. 

分析 本题中收敛性的讨论是常规的，求解过程中计算也是基本 

的. 

解 （ a ) 雅可比法的迭代矩阵 


B , = ira + u ) = 


0 一 0.4 — 0. 


一 0. 4 


0 — 0 . 


— 0. 4 — 0. 8 


A / -B 


(A 一 0.8) ( A ~ + 0. 8 A — 0. 32) 


p ( Bj ) = 1.092 820 3 > 1，故雅可比迭代法不收敛 
高斯一塞德尔法迭代矩阵 




0 

-0.4 

-0. 4 

B s : 

(D — L)-U — 

0 

0. 16 

-0. 64 



0 

0. 032 

0. 672 


故高斯 


p ( B s ) < II B s II eo = 0. 8 < 1 

德尔迭代法收敛. 


( b ) 雅可比法的迭代矩阵 
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第 6 章 解线性方程组的迭代法 


b , = ira + u ) 


-2 




1 


2 -2 


XI - B , | = A 3 ， pCB , ) = 0 < 1 


故雅可比迭代法收敛. 

高斯一塞德尔法的迭代矩阵 


B 、 = ( D - L) l U 


-2 


0 


- 3 


0 


U-B 


A(A — 2) 2 ， p ( B s ) = 2 > 1 


故高斯一塞德尔迭代法不收敛. 

0 3. 求证 liriL^ = A 的充要条件是对任何向量 X ， 都有= Ax 

/>—>-00 々一>00 

证明 必要条件 由 limA /3 = A ，知= %，从而有 


A k — A \\ — 0 (A — oo ). 故对任意 x ， 有 
A k x — Ax || < II — A || || a: 


{k — oo) 


即 


A k x Ax ， \ imA k x = Ax 


k 


充分条件 对任意的 x G R \^ A k x ^ Ax (k 

Xi = (O ， ." ，。，！，。 〆 "，。） 1 (i = 1 ， 2 ,…， ??） 


) ，取 


— (cii^ ， a3 ) ， 


a a) ) T 

^ m / 


Ax 


( 々 — oo ) 


Ax 

故 

即 


(1/ ， “2/ ， 


dni ) 


T 


( k ) 


(j = 1 ， 2 ，…， 7? ; f = 1 ， 2 ，…， 7?) 

A k — A ， limA ^ = A 

^-►co 


0 4. 设 Ajc = 幻其中 A 对称正定，问解此方程组的雅可比迭代法是 
否一定收敛？试考察习题 2( a ) 方程组. 

解 不一定，因其谱半径 〆 B /) 不一定小于 1. 

对习题 2( a ) , A 对称，又 

= 1>0， A 2 = 0. 84>0， A 3 = | A | = 0.296 >0,故 A 正 


A 


定，但其雅可比迭代法不收敛. 
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Q 5. 用 SOR 方法解方程组，（分别取松驰因子 co =1.03, o ;= l ， a ; = 
1. 1) 


4xi — x 2 = 1 ， 

-jci + 4x 2 — : r 3 = 4 ， 


—x 2 + 4jt 3 =— 3. 

T 

精确解 x * = 丄，1，一丄•要求当 II ， 一 ，） II oo 〈 5 X 

2 2 

10_ 6 时迭代终止，并且对每一个 o ; 值确定迭代次数. 

分析 本题考查用 SOR 法解方程组，由计算公式直接多次迭代. 


解 SOR 方法的迭代格式为 



当取1.03,初值 x (()) = (0,0,0厂时，迭代5次达到精度 
要求 


jc (5) = (0. 500 004 3,0. 100 000 2，一 0. 499 999 9 ) T 


当取1，初值= (0,0,0) T 时，迭代 6 次达到精度要求 
jc (6) = (0. 500 003 8,0. 100 000 2 ，一 0. 499 999 5 ) T 

当取1.1，初值 X ⑼= (0,0,0 ) T 时，迭代6次达到精度要求 

jc (6) = (0. 500 003 5,0. 999 998 9, 一 0. 500 000 3 ) T 
◎ 6.用 SOR 方法解方程组 U = 0. 9) 

5xi + 2x2 + ^3 = — 12 ， 

^ — xi + Ax 2 + 2 x 3 = 20 , 

2 x \ — 3 x 2 十 10 j ：3 = 3. 

要求当 II ， +1) — IU < 10—4 时迭代 终止. 

分析 过程和步骤见习题 5. 
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解 S()R 迭代格式为 


第6章 解线性方程组的迭代法 


(k+1) 



12 






^2 


k+l) 


x ( 2 k) +cv^ + ^x[ k+1 ) -X ( 2 k) 



X a+D = x (.> + w ( 吾 — 去 xi ㈣ + Y^Xz k+l) - x ^ k) ) 

V 

CO = 0.9 时取初始值 X (°) = (1，1，1) T . 

因 II x (8) - x (7) II 10-4, 故取 

x ( 8 ) = (— 4. 000 027,0. 299 998 9,0. 200 000 3 ) T 
• 7. 设有方程组 Ax = 幻其中 A 为对称正定阵，迭代公式 

严” = AT (々） + cv ( b - Ax (k) ) a = 0,1,2，•••）， 

试证明当 0〈 co < f 时上述迭代法收敛(其中 0< a < AC 4)</?). 

分析 题目给定的迭代公式不是标准的格式，需要进行改写，再 

由迭代法收敛的充要条件判别. 

证明 迭代格式要改写成 

x a+1) = ( I - aA ) x (k) +cob (k = 0，1，2,…） 

故迭代矩阵 B J — “，其特征值"= l - a ; A ( A ). 

由 | p |〈 l ， | 1 — coX ( A ) |〈1 得 


故当 0< a ;< 


0<a;< 


2 


A ( A ) 


时，更有 0< co < 


2 


A ( A ) 


，从而有 I ^ |<1 


p(B) < 1，迭代格式 收敛. 

小结 迭代法基本定理十分重要，需熟练掌握. 

证明矩阵 



A 


a 


a a 
1 a 


a a 



对于 一|< a < 1 是正定的，而雅可比迭代只对 一| < a 〈 
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I 是收敛的. 


证明 当 一 + <“<1时，由 


det 



a 


= l-a 2 >0 


det ( A ) = (1 — a ) 2 (1 + 2 a )〉0 


故 A 是正定的.又雅可比法迭代矩阵 


Bj 


a 


a 


a 


0 


a 


a 


a 


det ( A / 一 B 


X a a 


a A 


a 


a a X 


A ’’ 一 3 Aa 2 + 2 a ,J 


=(A 


a 


) 2 (A + 2 a ) 


ikp ( Bj ) =\ 2 a |，故当一+ <“< +时，雅可比迭代法 


收敛. 

◎ 9. 给定迭代过程 JC a+1) = Gx (k) + g ， 其中 G G ^ nXn (k = 0,1,2, 
…），试证明 ：如果 G 的特征值 h ( G ) = 0 (z = 1，2,… a )， 则此 
迭代过程最多迭代〃次收敛于方程组的解. 

分析 迭代法解方程组时，其系数矩阵在计算过程中始终不变， 

因此从 G 入手. 

证明 G 相似于它的若当标准形 J ， 即存在可逆阵 P ， 使 

G = P JP 

由于 G 的特征值全为零，故 J 一 定有如下形式 













































第 6 章 解线性方程组的迭代法 


y]rij = n 

i=l 

方程组 jc = Gx+g 等价于 （J — G)x = g ， 由于 A (4) = 0, 
A (/- G ) = l - A ( G ) = 1#0，从而了一6 1 非奇异，即（/ — 
G)x = g 有惟一解 


于是 

x * = Gx * + g 


与所述迭代格式相减，有 

严” 一r = G ( x ( k) — ， ） 

故 

JC ㈤ -JC* = G "( x m -X* ) 


又 

故 


G = P J P = 0 

jc ㈤ —x* = 0, gp x (,,) = jc 


因此，至多迭代〃次即可收敛到方程组的解. 

• 10. 设 A 为严格对角占优阵，且 0〈 o ><1 .求证解 Ax = 6的 SOR 
迭代法收敛. 

分析 本题考查 SOR 法的收敛性. 

证明 因 A 严格对角占优，故 a, 7 ^ 0 (i = 1，2，…， 7?) ，且 A 非奇 

异 .SOR 法的迭代矩阵 L w 为 

L w = ( D - ojLr ' ai-^D + cvU ) 其中 A = D - L - U , 
而1>， 一 L， 一 分别为 A 的对角、严格下三角与严格上三 


角.只需证明0 1时，〆< 1即可. 

用反证法设 k 有一个特征值 A 满足 | A |>1，则有 


从而有 


det(Al — L w ) — 0 


det < ( D - aLr 1 ( D - ojL ) 




((1 


— co)D -\- aJJ) 
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小结 


即 det(D — cJL)~ l • det 






(1 


一 co) 


D 一 cJL 


因 A 严格对角占优，故 det ( I >- coL )- 1 ^ 0. 


f u 



~C= (1 —1(1—co))D —coL — 铲 1 /，则 



—2 I aij I (z. = 1 ， 2,… ， 7?) 

I 八 I j = /+i 

这表明 (:在 0 < 1 时也严格对角占优，故 detC# 0. 这 

与 det(AJ — LJ =0矛盾，故假设不成立，从而 | A |〈1，即 
p(LJ < l，SOR 迭代法收敛. 

SOR 法收敛其实质是 P (B S ) < l,fi, 为迭代 矩阵. 
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第 7 章 

非线性方程求根 

内容提要 

一 、 问题简介 

求单变量函数方程 

f(x) = 0 (7. 1) 

的根是指求实数或复数），使得 / G ” = 0,称，为方程 （7. 
1) 的根， 也称/ 为 / U ) 的零点.若 / U ) 可分解为 

f{x) = (x — x* ) m g(x) 

其中 M 为正整数满足 ) 关0, 则/ 显然是方程 （7. 1) 
的根.此时称为方程 （7. 1) 的 w 重根.若充分光滑，则？ 
是 fU ) = 0的772重根的充要条件是 

/(?) = /’（， ） =…= ) = 0 ， /㈤ （ : T” # 0 

若 fU ) 在 [ a ， 幻上连续且 / U )/( W 〈0,则方程 （7.1) 在 U，W 
内至少有一个实根，称 [ a ， 幻为有根区间. 

二、 相关概念 

1. 设迭代过程 A+1 = cp { x k ) 收敛于方程 ： c = cpix ) 的根 ： C x ，若迭 
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代误差 G A — /，当々—⑺时成立下列渐近关系式 


^k+1 

~n 


^ c(c ^ 0 为常数) 


则称该迭代过程是 P 阶收敛的.特别地4 = 1时称线性收敛4 
> 1时称超线性收敛4 = 2时称平方收敛. 


2.不动点存在性定理 
设 cpU ) G C[a,/.] 满足以下两个 条件： 

( 1 ) 对任意 x G [a ，6]有 a ^ cp(x) ^ b; 

(2) 存在正常数 L〈l， 使对任意: r，：y € [〜/)]，都有 

I cp^x) — cp(y) I < L I JT — 3^ I 

则 cp(x) 在 [a， 幻上存在惟一的不动点: r' 

3•设〆 x) e C[a，6] 满足不动点存在定理的两个条件，并满足 

(1) 映内性 a ^ cp(x) 《 b ， M x 6 [a ,/?]. 

(2) 压缩性存在常数0 < L < 1(L 为压缩系数），使得 

I cpix) — cp(y) | ^ L | X — y |，V x，：y G [a ， 6] 

则 

(1) 函数〆 x) 在闭区间 [a，6] 上存在惟一的不动点: r' 

(2) 对于任何初值: r。 e [〜幻，由迭代法生成的点 ^ 都在区间 
[a,6] 中，并且收敛到: r* ，即 { aKI 。C： [_a,b], limx^ — x" . 


(3) 这时有误差估计式 


X k — X 




L k 


1-L 


— ^0 


及 


ock — oc" I < ^ 


1 -L 


工 k — ^k-\ 


三、方程求根的几种常用方法 


1. 二分法 

设[〜幻为方程 （7. 1) 的有根区间，且在该区间内方程 （7. 1) 只 
有一个根， f ( ci ) f ( b ) < 0.令 <2。 = ci ， b 0 = 计算： r 。 = y ( a 0 + 
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h ) 和 f(^o ) = 0，则 I 


关 


: C 。， 计算 停止; 若/(〜）/(々) >0, 


则令 = Xo^bi = bo ，得新的有根区间 [ a ! ，仏] ;若 /( a 。） f(x 0 ) 
< 0,则令 q = a Q =工 0 ，得新的有根区间 [ ai ，&].[〜 ，&] (Z 


yb 0 ~]，/)i — Ui 


(6 0 — a 。） •再令 a 




(cii + ) ，计算 


) ，同上法得出新的有根区间 [ a 2 ，心 2 ]. [ a 2 ，6 2 ] [ [“"〜]， 


^2 ^2 ~~ "~r~ C b\ CL\ ) 


(b 0 — a 0 ). 


如此反复进行，可得一区间套 

… [[a ;? ，乂] [ [a„-i ，&"—!][ Lci u -2 ，乂 -2][[“0 ，心] 


M . a n < x " < /),, ，" = 0，1 ，2…，匕 


a 


TT (匕厂 1 — CL n -i ) 




a 0 ). 故 lim (乂 一 a n ) = 0 9 \imx n = lim — (a ;? -\- b u ) = : c x • 


因此，: C „ 
计 




( a n + b n ) 可作为 f ( x )= 0 的近似根，且有误差估 


x 


x 


< 


/ H -1 


(b — a ) 


(7.2) 


2 .迭代法 

将方程式 （7.1) 等价变形为 


X 


cp(x) 


(7. 3) 


若 f 满足 二^/ ^则称:?：* 为 〆 jiO 的不动点，它也是方 
程 （7.1) 的根，迭代关系为 


Xk+i = cp { x k ) = 0，1， 2* 


(7.4) 


称式 （7. 4) 为不动点迭代法或简单迭代法，称为迭代函数.若 

对任意 I。 e [ a ，6]， 由式 （7. 4) 产生的序列{:^}有极限 limA = 

/，则称不动点迭代法 （7. 4) 收敛. 

3. 斯蒂芬森迭代法 

当不动点迭代法 （7. 4) 只有线性收敛阶，甚至于不收敛时，可用 
斯蒂芬森迭代法进行加速.具体公式为 
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yk = cp^Xk) ,z k = (p(y k ) 

(yk — O 
— 

-23；^ 


< ^k+l = 工士 


(7. 5) 


z k 


工 k 


k = 0，1，2, 


此法也可写成如下不动点迭代式 


工 Jhhl == 0 ( X / e ) ^ k =: 0 ， 1 ， 2，"* 


< 


ip(x) = X 




(cp(x) — x) 


(7.6) 


(p((p(x) ) — 2cp(x) + x 


定理 （斯蒂芬森迭代收敛性定理）设/为式 （7. 6) 中 0(: r ) 
的不动点，则 ： c s 是 〆 : c ) 的不动点；设/ ( x ) 存在， 〆 （ jt * ) # 1， 
则: T * 是 0(1) 的不动点，且斯蒂芬森迭代法 （7. 5) 是2阶收敛 

的. 

4. 牛顿迭代法 

牛顿迭代法是一种特殊的不动点迭代法，其计算公式为 


= X k 


/(^) 


,k = 0 ， 1 ， 2 , 


其迭代函数为 


/(x) 


心 ）= x ~ ru ) 


(1) 牛顿迭代法的收敛速度 当 fun = 0，/(，）乒0, 


f'oc x ) # 0时，容易证明 ， #(:r x ) = 0， 〆’ （x x ) = 
乒0，由定理 7. 4知，牛顿迭代法是平方收敛的，且 


n (?) 


e k+l 


M ( 


X 


e 2 k 2f\x * 


(2) 重根情形的牛顿迭代法 当: T * 是 /(: c ) = 0的 m 重根 


时，迭代函数 cp(x) = X 


f ( x ) 


在处的导数 


) = 1—丄关0,且 I '(/ ) |〈1 •所以牛顿迭代法求 

m 

重根只是线性收敛.若 I * 的重数 w 知道，则迭代式 
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OCk 


m 


/(O 

•’（O 


，k = 0 ， 1 ， 2 ，… 


求重根二阶收敛，当 m 未知 时，？ 一定是函数 〆 : r ) 
的单重零点，此时迭代式为 


^ k+i 


oc k 


JJ^OCk 




’（ A ) 


OCk 


f \ x k ) f {x 


[/’（ O ] 2 — f ( x k ) f ( x k ) 


々 = 0 ， 1，2* 


简化牛顿法如下迭代法 


^ k+i 


OCk 


/(^) 

•’ （ X。 ) 


,k = 0 , 1 , 2 , 


称为简化牛顿法或平行弦法. 

5. 弦截法与拋物线法 

Newton 法在求 心 +1 时，不但要求给出函数值 /( A )， 而且要求 
提供导数值 f ( x k ). 当函数 fix ) 比较复杂时，提供它的导数值 
往往是有困 难的； 如果用不计算导数的迭代方法，又往往只有 
线性收敛速度.可以设想，若在迭代法中，不仅使用在 A 点上的 
函数值 f ( x k ) ，而且还使用已知的：，^_ 2 ，…等点上的函数 
值来构造迭代函数，就有可能提高收敛速度.导出这类求根方 
法的基础是插值原理. 

(1) 弦截法 

设:^^是 /( x ) = 0的近似根，利用 f ( x k )( x k -i ) 构造 
一 次插值多项式 Pi ( I )，并用 Pi (： r ) = 0的根作为 fix ) = 
0的新的近似根: r , +1 ，即 


^ k +1 


工 k 


f (^ k ) 


f ( x k 、一 f ( x k -i 


( x k — x k - i ) ,(k = 1，2,…） 


上式称为方程求根的弦截法. 

弦截法具有超线性收敛性，且收敛阶 P = 1.618. 


(2) 拋物线法 


设:^ r / v ? _ 2 是 f (工 ） = 0 的三个近似根，利用 /( a )、 
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数值分析同步辅导及习题全解 


fu k mx 卜 0 构造二次插值多项式 p 2 ( i )， 并适当选取 
P 2 (^) 的一个零点： Tm 作为新的近似根，这样确定的迭代 
的过程称拋物线法，也称 Miiller 法，即 


^ k +1 


工 k 


2 f ( x k ) 


CD 


t Vco 2 — ,X k - 2 _ 


其中 CO 


-丄 k ，丄 k — 


i] + /[ 


丄 k , 丄 1 9 ^ k —2 


] (工 /e 


^ k-l 


根式前的符号取与 CO 相同的符号. 

拋物线法也是超线性收敛的，其收敛阶 p = 1.840. 

典型例题与解题技巧 

【例1】用二分法确定方程: r 3 — 3 :r + l = 0最小正根所在区间[〜 


幻，使之满足 


K 


M , 

2/71 


< 


其中 M 2 = max I f \ x ) 

ci^x^b 


mi 


mm 


fix ) 


解题分析 本题考查了二次法的应用. 

解题过程 令 /( x ) = / — 3 :r + 1，由于 

/(0) = 1 > 0, /(I) 

所以最小正根: r * e [0,1]. 




1 < 


又由于 



( x ) = 3 x 2 — 3， y 7/ ( x ) 


6 x 


故有 


m 1 


mm 

0<工<1 


y (x) 


0， M 2 


max 

0«1 


f \ oc ) 


显然在 [0，1] 上不满足[ = 
利用二分法计算 


Mi 

2 / 77 . 


< 1. 


^1 


4(0 + 1 ) 


0. 


/(0.5) 


0. 375 < 0 


所以/ G [0,0.5]. 在区间 [0,0. 5] 上有 
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771 


m 2 


K 


mm 

0 « 0 . 5 


max 

0 « 0 . 


•’ （ : T) 


2. 25 


fU ) 


M 2 c 
2 m i 4. 


2 


< 1 


所以取最小正根所在区间为 [0,0. 5] 满足要求. 

【例 2】 对于迭代函数 cpU ) = : r + K : r 2 —3)，试 讨论： 

(1) 当 c 为何值时， 心 +1 = 〆 〜）产生的序列收敛于 

(2) c 取何值时收敛最快？ 

(3) 取 r =—+，一+，分别计算 cpU ) 的不动点，要求 

2 2^3 

I ^k+i — | < 10-' 

解题分析 讨论不动点迭代何时收敛，何时收敛最快，应根据收敛 

性定理和关于收敛阶的定理来研究判断，即应研究 
I cp f ( x ) I 是否小于1和 〆 （ x * >是否等于零 • 

解题过程 （1) cp ( x ) = x c { x 2 —3)，: c 〉0 ,cp ( x ) = 1 + 2 cx 

要求： ?^ +1 = cp ( x k ) 收敛，应有 I cp \ x * ) |< 1，即 I 1 
+ 2 cx * |〈 1 •解得 一1 < cr * <0 .现在 / = V 3. 


故当 


V 3 


< c <0, 亦即 cG 


V 3 


，o 


时迭代收敛 


(2) 根据迭代收敛阶的定理，当 〆 ( x *) = 0时，迭代至 


少为二阶收敛，此时应有 l + 2 c : r * = 0 ，c 


2 V3 


(3) 分别取 


c 


2 V 3 


，并取:^ = 1.5,计算结果如 


表 7 — 1 所 7 K : 
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数值分析同步辅导及习题全解 



k 

工 k(C — ) 

k 

, 1 , 
x k 、c — ) 

2n/3 

1 

1. 875 000 000 

1 

1. 716 506 351 

5 

1. 773 991 120 

2 

1. 731 981 055 

k 

OCkic = 2 ) 

k 

( 1 , 

而 （c 一 ） 

2^3 

10 

1. 723 068 882 

3 

1. 732 050 806 

34 

1. 732 045 786 

4 

1. 732 050 807 

35 

1. 732 054 483 




【例3】 曲线 3 ； = x 3 —0.51X + 1 与 3 ； = 2. 4x 2 —1.89 在点 （ 1.6,1) 

附近相切，试用牛顿迭代法求切点横坐标的近似值 ^ +1 ，使 

I 0C k+l — < 10- 5 . 

解题分析 本题考查的是牛顿迭代法. 

解题过程 两曲线的导数分别为/ = 3x 2 —0.51 和/ = 4. 8:r. 两 

曲线相切，导数相等，故有 


3 x 2 — 4. Sx — 0. 51 ——0 


令 f ( x ) = 3 x 2 -4. 8 x -0. 51 ,JHlJ /( l ) <0，/(2) >0, 
故区间 [1，2] 是 / U ) = 0 的有根区间•又当 : r e [1,2] 
时， /’( x ) = 6 x — 4.8>0,因此 /( x ) =0在[1，2]上有 
惟一实根: T ' 对 fix ) 应用牛顿迭代法，得计算公式 


^k+1 


3 x 1 — 4. 8 x 


工 k 


k 


0. 51 


6 x k — 4. 


k = 0，1，2, 


由于 f \ x ) = 6 > 0,故取 X 。= 2迭代计算一定收敛，计 
算结果如表7 — 2所示. 
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表 7 — 2 


k 

OCk 

k 

工 k 

0 

2.0 

3 

1. 706 815 287 

1 

2. 293 055 556 

4 

1. 700 025 611 

2 

1. 817 783 529 

5 

1.7 


继续计算仍得々=1.7，故？=1.7. 

【例4】用弦截法求 f ( x ) = X 3 + 2 x 2 + lOx — 20 = 0的根，要求 

I 工々+1 — 工+ |<10- 6 . 

解题分析 本题考查了弦截法求解非线性方程的根. 

解题过程 f U ) = 3: r 2 +4 :r + 10, 令 / U ) = 0,则由于 / U ) = 

0的判别式^ = //—4沉= 16 —4 X 3 X 10 <0,故 /(: r ) 
没有极值点，由于/( I ) =— 7<0，/(2) = 16>0,因此 
fU ) = 0在（1，2)内仅有一根.弦截法公式为 


^ k +1 


OCk 


X k 


X 々一 1 


/(o — f ( x k+l ) 


f ( x k ),k = 1，2, 


取 : r 。= 1 ，； = 2 ，则有计算表 7 — 3. 

表 7 —3 


k 

OCk 

k 

工 k 

0 

1 

3 

1.368850469 

1 

2 

4 

1.368808104 

2 

1.368421053 

5 

1.368808108 


取： r * ^ x 5 = 1. 368808108,可有 I : r 5 - x 4 | < 10— 6 . 


【例5】对于方程的单根 a ， 已知 Newton 法具有下述的收敛 速度: 


lim 

"—oo 



其中 f ( a ) ^ 0,/( a ) = 


工77+1 _ — 
) 2 

0，且 X,,-*- 


f ( a ) 

2/(a) 


证明兄 


X 


^n-\ 




I , r 2) 


也收敛于 


f ( a ) 

2/(^) 


(当 77—00 
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数值分析同步辅导及习题全解 


时）. 

解题分析 本题考查了 Newton 法的收敛性，收敛速度 


解题过程 R 


(a — J： n -\ ) — (a — x n 


[(a — x n -i ) 

-( a - 

— 

- 0 C n -2 )] 

a x n -i 

a 

0 C n 

( a - x , 2 ) 2 

( a - 

- x n - 2 y 


a — x n - x 
_a — x n ~2 




1 


由于 x n -^ a 和# 


^n \ \ 


(a — x n ) 


f(a) 

Wla ) 


关°°，故 


① 


a — ^? i +\ 

(X ^ n 


- >0 ( 77 -> oo ) 


则①式分子的 

OL OC n —\ 
(cx 一 -T n -2 ) 


/( a ) 

2/(a) 


77 — ► oo ) 


Of OC n 


Of OC n 


Of •X i 


(a — x n - 2 ) 2 

分母括号内 


a 


^n-1 (a — X n -2 ) 


— ►O ( 7? -> oo ) 


a — x n - Y 


0^ ^ n — 2 


0 ( 77 -> oo ) 


故 


\imR 


lim 


_ 

J J - 1 




X 




f(a) 

^ TTa ) 


历年考研真题评析 


【题1】 （中科院2006年）给定方程 x 3 -x + 0.5 = 0, 

试用 Newton 法求出该方程的所有实根，精确到4位有效数 

字. 

解题分析 本题考查了 Newton 方法求非线性方程根. 

解题过程 fioc ) = jc 3 —x + 0.5 = x ( x 2 — 1 ) + 0. 5 


7 (x) —— 3x 2 —1 ——3 (x 2 
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【题2】 


解题分析 
解题过程 


当 


X |<* 时， / ( X )< 0; 当 | X |> 



V 3 


时，/’ ⑴ >0. 



-^ + 0. 5 = 0. 115 
3^ 



万 y _ 1 +0 . 5 - 0 . 885 

✓ 


/(0) = 0. 5,/(1) = 0. 5，/(— 1) = 0. 5, 
/(— 2) =- 8 + 2 + 0. 5 =-5. 5 
方程 / U ) = 0有惟一 实根/ G (-2,-1). 
Newton 迭代格式为 


^k+i 


OCk 


OCk 


/( A ) 

/’ （工々 ） 

x k (xl — 1 ) + 0 . 


3 x 


2 x \ — 0. 5 

— 1 


k = 0，1，2, 


取 lo 

一 1.5,迭代可得 



^1 

— 1.2609, x 2 - 

- 1. 19623, x 3 - 

—1. 1915, 


— 1. 191487， x 5 : 

—-1. 191487 


參 * 

• • X 

^-1. 191 




(福州大学2006年)给定方程 /( x ) = ( x — 1 )〆 一 1 = 0_ 

(1) 分析该方程存在几个根； 

(2) 用迭代法求出这些根，精确至4位有 效数； 

(3) 证明所使用的迭代格式是收敛的. 

本题考查迭代法求根以及其收敛性. 

(x — 1) e r = 1 — 1 = e — ’ 


记 : yi = x — l , y 2 = e _ r " ，作: yi 和 ： y 2 的图像，: yi 严格单 
调上升. 

当： r <0 时，3^1 <C 0 ,^2 >0,因而当: r <0 时 ，： yi ( I )= 
yi (^：)无解； 
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数值分析同步辅导及习题全解 


当 : r > 0时，％严格单调上升，: y 2 严格单调下降，故 
y Y ( x ) = y 2 (^c) 有惟一根 G (1，2). 

改写方程得 

x = I + e - ’ 

记 cpix ) = 1 + e - ’ 

cp (x) = — 2xe~ r 

cp"(x) = — 2 [ e~' r + x ( — 2: r ) e - r _ 

= 2(2 x 2 — l ) e -’ 

当 : r G [1，2] 时， 

cp(x) G [p(2) ， 〆!_)] = [ 1 + e [ ? 1 + e 1 ] CZ [1 ， 2]; 

当 [1，2] 时 ， I cp\x) I ^ I m I = — *< 1. 

e 

迭代格式 

x k +i = 1 + ， 々 = 0 ， 1 ，… 

对任意 G [1，2] 均收敛，取 X 。 = 1 得 


A = 

1. 36788, 

0C2 

-- 1. 15400, 

^3 = 

1. 26405, 

x 4 — 

: 1. 20234, 

^5 = 

1. 23560, 

工 6 — 

= 1. 21725, 

OCi = 

1. 22725, 

^8 

= 1. 22176, 

JTg — 

1. 22476， 

^10 = 

二 1. 22312, 

^11 — 

= 1. 22402, 

0C\2 

—— 1. 22353 

^13 = 

= 1. 22380 



參 * 

• • X 

^ 1. 224 




【题 3】 （西北工业大学2005年）考虑下列修正的牛顿公式（单点 

Steffensen 方法） 

= —_ / 2 (工々) _ 

Xk 1 ^ f(^k + f\x k )) — f(x k ) 

设 /( x ) 有二阶连续导数， /(? ) = 0,/( x # ) ^ 0. 

试证明该方法是二阶收敛的. 

解题分析 要证明题中单点 Steffensen 方法是二阶收敛的，自然要 
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解题过程 
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证明 lim 


』、 /e+l — ^ 


* 




X 


* \ 2 


c # 0. 由于迭代式分母中含有 


/(^+/(^))，故在证明中可能用到泰勒展开式.另外， 
由题中 /"( X * ) # 0及 f ( x y ) = 0知，: r s 是 fix ) = 0的 
单根，有可能用到 fix ) = (x — x y ') h ( x ) ) # 0 的 

表示式.利用上述分析结果，通过一定的运算，就可得到 
题中结论. 

将 /( A +/ (為 ）） 在心 处作泰勒展开，得 

f(x k + f(x k )) = f(x k ) + f\x k ) f(x k ) + f (x k ) 


其中 f 介于 h 与 A + f ( x k ) 之间.于是 


f ( x k + f ( x k )) — f ( x k ) 


\ x k ) f ( x k ) + -rrfiO f 2 ( xk ) 


* * 

X/,. 1 — X = X k — X 


f ( x k ) 


( x/J + 


(6)/(^) 


由于: r * 是 f ( x ) = 0 的单根，故 


f ( x ) = (x 一 x x )/i ( x ) 9 h ( x ') 


所以 


\ x k ) = h ( x k ) + ( x /, 一 x》)!i ( x k ) 


* _ * 

*x 々 +i d — 乂々 


( x k — x >： ) h ( x k ) 


h ( x k ) + ( x k — x Y )li ( x k ) + 4~/ / ’($)/(0 


〈工 k 


X 


hix k ) 




h { x k ) + ( x k — x :' )/ i ( x k ) + — f ( j： k ) 


Xk — x 


h \ x k ) + ^ rh { x k ) f 


h ( x k ) + ( x /e — x 


h \ x k ) + (冬) 


故 
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数值分析同步辅导及习题全解 


lim 


A+i — z 


’ (f ) + -^r-hix ' ) f'X 


— 


X 


h ( 


X 


即迭代法是二阶收敛的. 


课后习题全解 

O 1. 用二分法求方程: T 2 — X —1 = 0的正根，要求误差小于 0.05. 
解 设 /(X) = X 2 -X-I,f(l) =-l <0，/(2) = 1>0,故 

[1，2]为/⑴的有根区间•又 /(: r ) = 2 :r — 1，故当: r 〈香 

时， f ( x ) 单调减；当 X > ^ ■时， fix ) 单调增.而/丄= 一 

L 2 

I ，/(0) =— 1，由单调性知 f ( x ) = 0的惟一正根 X * 6(1， 
2). 根据二分法的误差估计式 （7. 2) 知，要求误差小于 0. 05， 
只需< 0. 05，解得々+1 > 5. 322，故至少应二分6次.具 

体计算结果见表7 — 4. 


表 7 — 4 


k 


b k 

工 k 

/(^)的符号 

0 

1 

2 

L 5 


1 

1. 5 

2 

L 75 



2 

1. 5 

1. 75 

1. 625 



3 

1. 5 

1. 625 

1. 562 5 


4 

1. 562 5 

1. 625 

1. 593 75 


5 

1. 593 75 

1. 625 

1.609 375 



即 X * ^ x 5 = l . 609 375 


◎ 2. 为求方程 x 3 —: r 2 — 1 = 0在心= 1. 5附近的一个根，设将方程 
改写成下列等价形式，并建立相应的迭代公式. 

(\)x = 1 + 迭代公式= 1 + 

X x k 
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( 2 ) 


x 


I 2 ,迭代公式 a+i = (I + xl )~ ； 


( 3 ) 


x 


X 


，迭代公式 




\/ oc k 


试分析每种迭代公式的收敛性，并选取一种公式求出具有四位 
有效数字的近似根. 

分析 本题考查根据迭代公式的收敛性选取求方程解的近似值 

问题. 

解 取: T 。 = 1 . 5 的邻域[ 1 . 3 ， 1 . 6 ]来考察. 


( 1 ) 当 : r G [ 1 . 3 , 1 . 6 ] 时 


cp ( x ) 


L<1 


1 + 4 ^ [ 1 . 3 , 1 . 6 ], | cpU ) 


X 




1 . 3 3 


故迭代式 ： Tm = 1 + 4在[1.3, 1.6] 上整体收敛 

工 k 

(2) 当 ： r e [1. 3，1. 6] 时 


cp { x ) = a + x 2 y /3 e [ i . 3 ，i 


9 


’（ I ) 


X 


2 \ 4 


(1+分） 




1. 


[(1 + 1 . 3 ) 2 F 


<L 


= 0 . 522 < 1 


故 ^ m = (l + xl )~ 在 [ 1 . 3 ， 1 . 6 ] 上整体 收敛. 


( 3 ) cp { x ) 


\f x — 1 


cp ( j :) 




2(x-iy /2 


2 ( 1 . 6 - 1 ) 


>1 


故 






发散 • 




1 


由于 ( 2 ) 的 L 较小，故取 ( 2 ) 中迭代式计算.要求结果具 
有四位有效数字，只需 


Xk — X 


* I < T-^ I X,- : Th < -lx 10- 3 




L 


2 


即 


OCk 


X k - X |< X 4- X 10~ 3 < 0 . 5 X 10- 3 


L 
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数值分析同步辅导及习题全解 


取 A = 1.5,计算结果见表7 — 5. 

表 7 — 5 


k 

工 k 

k 

工 k 

1 

481 248 034 

4 

1. 467 047 973 

2 

1. 472 705 730 

5 

1. 466 243 010 

3 

1. 468 817 314 

6 

1. 465 876 820 


由于 | : r 6 —: r 5 I 〈 X 10— 3 ，故可取： r " ^ x 6 = 1. 466. 


©3. 比较求 e ^ + lOx -2 = 0的根到三位小数所需的计 算量： 

(1) 在区间[0，1]内用二 分法； 

(2) 用迭代法 ； +1 = 2 ’ ，取初值： r 。 = 0. 

分析 （2) 中首先要研究不动点的存在性，其次是迭代法收敛性. 
解 （1) 因 x * 6 [0，1]，/(0) <0，/(1) >0,故0<? <1，用 

二分法计算，结果见表7 — 6. 


表 7 — 6 


k 

cik 

bk 

工 k 

/( 工)的符号 

1 

2 々 +i 

0 

0 

1 

0. 5 



0. 5 

1 

0 

0. 5 

0. 25 



0. 25 

2 

0 

0. 25 

0. 125 



0. 125 

3 

0 

0. 125 

0. 062 5 


0.062 5 

4 

0. 062 5 

0. 125 

0.093 75 



0.031 25 

5 

0. 062 5 

0. 093 75 

0.078 125 


0. 015 625 

6 

0.078 125 

0. 093 75 

0.085 937 5 


0. 007 812 5 

7 

0.85 937 5 

0. 093 75 

0. 89 843 75 


0. 003 906 25 

8 

0. 089 843 75 

0. 093 75 

0. 091 796 875 



0. 001 953 125 

9 

0. 089 843 75 

0. 091 796 875 

0. 090 820 312 



0. 000 976 562 

10 

0. 089 843 75 

0. 090 820 312 

0. 090 332 031 


0. 000 488 281 

11 

0. 090 332 031 

0. 090 820 312 

0. 090 576 171 



0.000 244 14 
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k 

cik 

bk 

工 k 

/(•r ) 的符号 

1 

2 々 +l 

12 

0. 090 332 031 

0. 090 576 171 

0. 090 454 101 


0. 000 122 07 

13 

0. 090 454 101 

0. 090 576 171 

0.090515 136 


0. 000 061 035 

14 

0. 090 515 136 

0. 090 576 171 

0. 090 545 653 

— 

0. 000 030 517 


此时 1;4 — |< 占= 0. 000 030 517 < 备 X 10— 4 ，: r * 义 

u L. 


Xu 具有三位有效数字. 

(2) 当 : rG [0,0.5]时， 〆 : c ) G [0,0. 5] , | cp ’（ x ) | = ^ | — e r \ ^ 

L = 0.825, 故迭代式 x , +1 = & (2 — A ) 在 [0,0. 5] 上整体收 
敛.取 x 。= 0,迭代计算结果如表7 — 7所示. 


表 7 — 7 


k 

工 k 

k 

工 k 

1 

0. 1 

4 

0. 090 512 616 

2 

0. 089 482 908 

5 

0. 090 526 468 

3 

0. 090 639 135 

6 

0. 090 524 951 


此时 I ^— | x 6 - x 5 |<0. 000 007 20<4- X 10~ 4 , 

丄一 L Z 

故 I * 精确到三位小数. 

◎ 4. 给定函数 f ( x ) ，设对一切存在且 0 <m < fix ) < 
M ， 证明对于范围0〈 A 〈 &内的任意定数 A ，迭代过程:= 

jc k — Xfix k ) 均收敛于 f \ x ) = 0的根 : r —. 

分析 运用迭代法收敛的两个定理来证明其收敛. 

证明 由于 /( x ) >0，/(: r ) 为单调增函数，故方程 /(: r ) = 0的 

根是惟一的（假定方程有根/ ) .迭代函数 〆 : r ) =1 一 
A/(x)， | cp ix) | = | 1—A/’ (: c) I 

由 0<" i </’(: r ) < M &0< A < 备得 
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数值分析同步辅导及习题全解 


0 <C Xm ^ A/ \x) ^ AM 〈 2 ， 一 1 <C 1 一 AM ^ 1 一 A/ \x) 
< 1 — Am 〈 1 

故 ( p ' ( x ) I ^ L = max { I 1 — A ”？ | ， | 1 — AM | } < 1 

由此可得 

I X k X \<L I X k -i — X /： I < ••• < L /e I ： T 0 — X X I — 0 
{k — oo) 

艮 P limx ^ —— x * 

k-^oo 

用斯蒂芬森迭代法计算第 2 题中 （2)， （ 3) 的近似根，精确到 KT 5 . 
解 记第2题中 (2) 的迭代函数 pU ) = (l+P)+ ，（ 3) 的迭代函数 


为，舍，利腿代式鼠職果见表7 — 8. 

表 7 — 8 


k 

加速 Cp2 (x) 的结果 A 

k 

加速 cps(^) 的结果 A 

0 

1. 5 

0 

1. 5 

1 

1.465 558 485 

1 

1. 467 342 286 

2 

1.465 571 233 

2 

1. 465 576 085 



3 

1. 465 571 232 


◎ 6. 设 〆 x ) = x — p ( x ) f ( x ) — q ( x ) f 2 ( x ) ，试确定函数户 ( x ) 和 
gU )， 使求解 /(: r ) = 0且以 cp ( x ) 为迭代函数的迭代法至少三 
阶收敛. 

分析 凡是要证明迭代过程或迭代法收敛的题首选斯蒂芬森定 

理. 

解要求 ： rm = 〆 心）三阶收敛到 /( i ) =0的根？，根据斯蒂 
芬森收敛定理，应有 ( p (工 * ) = x f ， 〆 （/)= 0 ，< p "( x * ) = 0. 
于是由 

jt x = x x — p{x ' )f(x A ) — q(x x )/ 2 (x * ) 
cp ) —— 1 — p ( x * ) f\x y ) —— 0 

cp\x ! ) =— 2 p\x ! ) " ) — p(x x ) f\x f ) — 2 q(x Y ) 
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第 7 章 非线性方程求根 


: / U 2 : 

得 p ( x Y ) 





/" (: T ) 


[/(?•)] 


故取 


p ( x ) 




q(x) 


f (x) 


2[/(x)] 


即迭代至少三阶收敛. 


07. 用下列方法求 /( x ) = : c 3 — 3 x — 1 = 0在: r 。 = 2附近的根.根 


的准确值 x 

效数字. 


(1) 用牛顿法; 


1.879 385 24" •，要求计算结果准确到四位有 


(2) 用弦截法，取 x 0 = 2 = 1.9； 

(3) 用拋物线法，取 x 0 = 1 = 3 , x 2 = 2. 

解 /( l ) <0,/(2) > 0,/( x ) = 3 x 2 - 3 = 3( x 2 -1) ^ 0 

f ( x ) = 6 :r > 0 ， 对 V x G [1 ，2] 


(1) 取 A = 2,用牛顿迭代法 


i 一 3x 


^k+i 


工 k 


3 xl — 3 


2d + 1 

3( H ) 


计算得 A = 1.888 9^ x 3 = 1.879 4 9 | x 3 — x Y X 1 CP 5 


故 ： r * ^ = 1. 879 4 

(2) 取 x 。= 2 ，:^ = 1. 9,利用弦截法 


= ik 


、工 k— ^k-i )/(^) 
/(A) — /(X/,-i ) 


得 


0C2 


1. 981 1， : r 3 = 1.879 4，： r 3 — 〆 < 士 X 10 


「3 


2 


故取 




1. 879 4 


(3) X 0 = 1 ，：T 


-< 


: r 々 +l = Xk 


3, x 2 = 2 .拋物线法的迭代式为 

2 f ( x k ) 


CD 


sign ( co ) \/ co z — if { x k ) f [_ x k ^ x k -i 9 x k - 2 _ 


CD 


OCk 9 Xk- 


l ] + / 


^ k y k —\ ，丄 k—l 


]( I 々 


oc k -\ 
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数值分析同步辅导及习题全解 


迭代结果为 


= 1. 953 967 549 , x 4 = 1. 878 015 39 
x 5 = 1. 879 386 866 


已达四位有效数字. 

© 8. 分别用二分法和牛顿法求 ： c 一 tanx = 0的最小 正根. 

分析 显然 : r x = 0满足： r — tanx = CL 另外当 | x | 较小时 ， tanjr 


x + —x 3 + ••• + 


X 


2 k+l 


2k +1 


H —，故当 x 6 


0 , 


丌 


时， tanjr 〉 


工，因此，方程^ 一 taar = 0的最小正根应在 


丌 


丌 


内 • 


解 


记 /( I ) — x — tanu e 


f 士，容易算得 


/⑷= 2. 842… >0，/(4. 6) =-4. 26… < 0，因此 [4 ，4. 6] 
是/( I ) = 0的有根区间. 

对于二分法，计算结果见表7 — 9. 

表 7 — 9 


k 


b k 

工 k 

/(-r ) 的符号 

0 

4.0 

4. 6 

4. 3 

+ 

1 

4. 3 

4. 6 

4. 45 

+ 

2 

4. 45 

4. 6 

4. 525 


3 

4. 45 

4. 525 

4. 487 5 

+ 

4 

4. 487 5 

4. 525 

4.506 25 


5 

4. 487 5 

4.506 25 

4.496 875 


6 

4. 487 5 

4.496 875 

4.492 187 5 

+ 

7 

4. 492 187 5 

4.496 875 

4.494 531 25 


8 

4. 492 187 5 

4.494 531 25 

4. 493 359 375 

+ 

9 

4. 493 359 375 

4. 494 531 25 

4. 493 445 313 



此时 I 心―/ 1<尜= nk 〈 10 ' 
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若用牛顿迭代法求解，由于 


第7章 非线性方程求根 


’（: c ) =— ( tanx ) 2 〈0，/"(: c ) =— 2 tanx 


cos x 


< 


故取 


x 


0 


4. 6，迭代计算结果如表7 — 10所示 

表7 — 10 


k 

工 k 

k 

工 k 

1 

4. 545 732 122 

4 

4. 493 412 197 

2 

4. 506 145 588 

5 

4. 493 409 458 

3 

4. 494 171 63 

6 

4. 493 409 458 


所以 ： c — tanx = 0的最小正根为 ： r : 〜 4. 493 409 458 


◦ 9. 研究求士的牛顿公式 




1 / x k + — 

OCk 


Xq > 0. 


证明对一切 A = l ，2，一，: r , > ▲且序列: Ti ，: r 2 , …是递减的 


证明 证法 


用数列的办法.因: To > 0,由 A 



a 

ih H 

工/广1 ] 


知 


A > 0，且 

2,3，"、又由 


2~ f ^ x k -\ 


a 


JT k - i 


\[a ^ \fa 


^k+i 

oc k 



a 


2 xl 


< 


a 

2 a 


1 ， Mk > 1 


故 a +1 < ^ ，即 u , } r =1 单调递减有下界士.根据单调有界 


原理知，有极限.易证其极限为 

证法二 设 /( x ) = X 1 — a(a 〉 0). 易知 fix ) = 0在 [0 ， 
+ m ) 内有惟一实根 : r s =士.对/( I )应用牛顿迭代法，得 


_ /(工々） 

工*+1 — 工 k — " T 7 / \ 

/ y ^ k ) 

当： T 0 > ^时 ，{： C /e }:° =0 



k = 0，1，2，… 


单调递减有下界士，且 limA = \ fa . 

々一 >oo 


当 ： To 6 (0， V ^") 时， 
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数值分析同步辅导及习题全解 


^1 


^0 + 


a 




_ 2 


V^O 


a 


x 


0 


ya 〉 \[a 


此时，从 A 起，单调减有下界▲，且极限仍为士. 


© 10. 对于 f ( x ) = 



I / e+l 


oc k 


/(^) 

•’ （ A ) 


，证明尺 


工 k — ^ k -\ 


(^k-l — ^k-2 ) 


r 收 敛到一 




X 


2 /’（？) 


^ ，这里 f 为 /( x ) = 0 的根. 


分析 牛顿法其实质是特殊的不动点迭代法，其收敛性仍可通过 

斯蒂芬森定理得到. 

解 牛顿迭代法为 


〜、 _ /(O 

^ k ( x" 9 

J 、工 k ) 


故 


^ k +1 —工 k 


々=0,1,2, 


/( 工々） 


\ x k ) 


— 工 k 

(X /e — X k -Y ) 


f (工 k 、 

T 7 ^) 


(^ k-l 


_ f (工 k 


—1 


f \ x k ) — f(x 


( I 々 -l )] 


L/u^-funj /( x k ) 
•，⑹ [/ U 2 (a —/ ) 




( A—l 


X 


其中&介于 h 与 f 之间 ^ k -1 介于 A - l 与 f 之间.根据牛 
顿迭代法公式得 


lim - 

oo ( JT/ e 


d 々 +l — 工 k 




^ k -\ ) 


々一/ { x k ) 

1 /(?) 

•，（ 〆 ） 


/’（JT 


: -1 




X k — X 


(^-1 





用牛顿法和求重根迭代法 (4. 13) 和 (4.14) 见课本计算方程 fU ) 


sior 


x 


o 的一个近似根，准确到 icr 5 ，初始值: r 。 


丌 


分析 本题考查了牛顿迭代法解方程 
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第 7 章 非线性方程求根 


/(JT) 


SIFLT 


的根为2重根，且 


，⑴= 2 


用牛顿法迭代公式为 


sior 


cosx 


JT 々 +i = Xk 


smx k 


OCk 


. 1 


1 

smx /e x k 


COSX ^ 

/ 




smx k 


0 C k 


OCk 


2 cosx 


， k = 0 ， 1 ， 2 , 


k 


令 




，则 ： Ti = 1. 785 398， i 2 = 1. 844 562，" •，迭代到 


x 2 o = 1. 895 494 ， I 


1. 895 49 |< 10 


— 5 


用求重根的迭代公式，迭代公式为 


s \ nx k 




^k+i = 工 k 


， k = 0,1,2, 


cosx /e 


取： c 0 


，则 : n = 2. 000 000 , x 2 = 1 . 900 996， i 3 = 1. 895 


512, x 4 = 1.895 494， z 5 = 1. 895 494. 四次迭代达到了上面 


X 20 的结果. 

若用重根二阶收敛公式，则有 


I/H-1 = h 


f ( x k )/( x k ) 


— 

[/ (^)] 2 -/(^)/(^) 


将 / Uh /’ U ) 及 / u ) = 2( cos:r 


2 s\nx 


smx 


代入上述迭代公式，得 
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数值分析同步辅导及习题全解 




工 k 



. 1 

/ 1 \ 


sin 々 2 x k 

1COSXk 2 j 


COSX/, 


+ sinx 


smx k 


工 k 


取 Xo 


，得 Xl = 1. 801 749，x 2 = 1. 889 630，x 3 = 1. 895 


474, x 4 = 1. 895 494, x 5 = 1. 895 494. 结果与公式用求重根 
的迭代公式计算结果的相同. 

小结 牢记牛顿法计算的4个 步骤：准备；迭代；控制； 修改. 


© 12. 应用牛顿法于方程： r 3 
并讨论其收敛性. 


，导出求立方根I的迭代公式， 


分析 适当选取 fU ) 的初值代入迭代公式. 


解 设 /(x) X 

式为 




a 


， f \ x ) = 3 x 2 , f \ x ) = 6x， 牛顿法迭代公 


^ k+l 


OCk 


工 \ 


2 x 


k = 0,1,2, 


3 xi 

当: r> 0 时， /(x) > 0,/(x) > 0 
当： r< 0 时， /'(x) > 0,/(x) <0 

因此，对于 a 〉 0, 当 x 。 〉％" 时， f ( x 0 )/\ x 0 ) > 0, 牛顿序列 
收敛到I 

当 JT。G (0 ，％")时， 






2 xo 


3 x 1 




( Va " 


3 xo 


^ Cfa + 2x 0 ) 0 ^> lfa 


从 A 起，牛顿序列收敛到 

对于 a <0, 当 jr Q d<0 时， /(x。） f \ x 0 ) > 0. 由牛顿法 
产生的序列 Ud 单增趋于^ 


当: r 。g d， 0 ) 时， 


OCi 




(\/a 


3 x 


‘】 () > (\/a + 2x 0 ) 〈 0 ，〈 \fa 
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第 7 章 非线性方程求根 


之后迭代也收敛. 

当 a = 0时，迭代式变为 J： k +i = x k — = \ oc k 

3 x k 3 

该迭代对任何: r。G R 均收敛，但收敛速度是线性的. 

◎ 13. 应用牛顿法于方程 /( JT ) = 1 — = 0,导出求士的迭代公式， 

x 

并用此公式求 a / T 15" 的值. 


分析 在求 A 时应适当选取初值. 

解 f ( x ) = 1 — ^ 0,所以牛顿迭代公式有 


1 一 


:= x k 


a 

工\ 


2 a 

工\ 


々（3 —^)， k = 0，1，2 

a 


易知/( X ) =— 1<0.故取: c。e (0， V ^) 时，迭代收敛 

X 


对于7115，取 a = 9,迭代计算，得 

Xi = 10. 330 434 78， x 2 = 10. 702 425 53, 

x 3 = 10. 723 741 4, x 4 = 10. 723 805 29， 

x 5 = 10. 723 805 29 故 VTT 5" ^ 10. 723 805 29 


© 14. 应用牛顿法于方程 fix ) = x n - a = 0 和 f ( x ) = 1 


a 




0 


X 


分别导出求 i 的迭代公式.并求 


lim 




^+i 


d 

分析 步骤和过程参考习题 13. 
解 对于 /( x ) = x n — a ， f ( X 、 


X 


k 


y 


n~\ 


，因此牛顿迭代法为 


^+1 




D^/e 



k = 0 ， 1 ， 2 ，… 


对于 /⑴ =i — 4，/ ⑺ 

X 


na 
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数值分析同步辅导及习题全解 


牛顿法公式为 


』、/e . 1 


_ /(^) 
工 k / 、 

J ( I /" 


OCk 


n 


[(77 + 1) 




a 


] ，々 = 0 ， 1，2 ， 


根据定理 7. 4 知 


对于 fix ) = x 


9 


(\/ a ) 


n 


Ta 


a 


0 


V & 


^krl 


lim 

一 (-7a—x k ) 


n 




2 ^r 


对于 


f(x) 


Ta 


1 - 


a 


x 


^ k+i 


lim 

一 (ya~x k ) 


n 


2 \/a 


15. 证明迭代公式 a +1 = 是计算 i 的 

6xl a 


阶方法.假 


定初值 Zo 充分靠近根= 士，求 


lim 


\ja 


i.i 


k 


(\/a 


x 


k \ 2 


分析 判定是否 P 阶收敛都用斯蒂芬森定理 


证明 记 cp ( x ) = 


cp(^/a) 


4 

3a) 

3x 2 - 

|- a 


，则迭代式为 A+i = 且 



•由 cpix ) 的定义，有 

(3x 2 + a)cp(x) = x(x z + 3a) 


对上式两端连续求导三次，得 

6 xcp ( x ) + (3 x 2 + a )( p \ x ) = 3 x 2 + 3a 
6 cp ( x ) + 12 xcp / ( x ) + ( 3 x 2 + a ) cp \ x ) = 6 x 
18^/(x) + lSxcp^Cx) + (3«r 2 + a)cp r \x) = 6 

将 jc = 依次代入以上三式，并利用 p ( V ^") = V ^"， 得 


9 


’ (V^T) = 0 ， /(V^T) = 0, 


/// 


9 


i \ fa ) 


2a 
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所以由斯蒂芬森定理知，迭代公式是求士的三阶方法且 








































































第 7 章 非线性方程求根 


\[a 

lim - 

k — (Va 


^ k+i 


工 O 


3! 2 a 


4 a 


小结 上述证明过程说明了迭代过程的收敛速度依赖于迭代函 

数 cpix ) 的 选取. 

O 16. 用牛顿法解方程组 




X 


X 


y 

y 


4, 


取(: r ⑻， y°)) T 


(i. 6a. 2) 


T 


解 记 /i ( x , y ) = X 1 + 3 ； 2 — 4,/ 2 ( x ，3；) = x 2 — y 1 — 1，则 


F \ x , y )= 


2 x 


2 x 


2 ：y 


lF f (x,y)T l 


4 x 4 x 






牛顿迭代法为 


_(^+l) 、 


f 

(k) 

X 


X 

A ，（*+l) 


、，⑴ 

: V 

> 


: y 


[〆 （: r ⑴， 3； ⑴）] — 1 


(k) _(k) 


f 八 x、 k 、y 


(k) ..(/e) 


Mx'y 

代初值 u (°)， y°)) T = ( i .6， i .2) T ， 迭代计算，得 


> 

_d) 


X 


,,(1) 


3^ 


、夕 V 

> 

_(3) 


X 


„ t (3) 





1. 581 250 000 
1. 225 000 000 

1. 581 138 830 
1. 224 744 871 



、 

_(2) 



X 


9 

,,(2) 






x 

_(4) 

4 


X 

/ 

9 

„ f (4) 




\ 


1. 581 138 834 
1. 224 744 898 

1. 581 138 830 
1. 224 744 871 
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第 8 章 

矩阵特征值问题计算 

内容提要 

— ' 弓 I 言 

已知 A = ( a z ；7 )„ x „ ，称 〆 A ) = det ( Ai - A ) 为 A 的特征多项式•特 
征方程 〆 A ) = det ( Ai - A ) = 0的根称为 A 的特征值，相应于特 
征值 A 的齐次方程组 (AJ — Ah = 0的非零解: r 称为矩阵 A 的对 

应于 A 的特征向量. 

求解矩阵 A 的特征值及对应的特征向量的方法有两 类：一 类是幂 
法与反幂法 ，属迭 代法； 另一类是正 交相似 变换的方法，属交换 
法，如豪斯霍尔德方法和 QR 方法等. 

二、幂法 

幂法是一种计算矩阵主特征值的迭代方法. 

定理 8. 1 设 a e 有〃个线性无关的特征向量，主特征值 Ai 

满足 

I A ! |>| A 2 |>| A 3 |>…>| A ,, | ，则对任意非零初始向量 u 。， 按 
下述方法构造的向量序列{^}，: 
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第 8 章 矩阵特征值问题计算 


Vo 
Vk 

Uk 

有 （1) limM ^ — ——-； (2) limmaxCu /,) — Ai 

人一 oo max(X] ； k — ⑺ 

其中 max ( u a ) ) 表示向量的绝对值最大的分量. 

幂法可用原点平移法进行加速以便于计算，对于实对称矩阵，也 
可用瑞利商加速法进行计算，关于主特征值是其它情况的，仍可 
用幂法进行计算. 


Mo 

Au 


~i 


v k 


> 


( 8 . 1 ) 


max ( vk ) 


= 1，2, 


三、反幂法 

反幂法可用来计算非奇异实矩阵按模最小的特征值及其特征向 
量，结合原点平移法，也可用来计算对应于一个给定近似特征值 
的特征向量. 

反幂法迭代公式为 

任取初始向量认）= M 。 # 0，即 


Vk 


A~ l u k -i 

Vk 

max ( u /o ) 


u 


k 


， A = 1 ， 2, 


(8. 2) 


定理 8. 2 设 A 为非奇异实矩阵，且有〃个线性无关的特征向量， 
其对应的特征值满足 

I Ai |>| a 2 IS-SUh |>| a, |>0 

则对任何初始向量 Mo # 0) ，由反幕法构造的向量序列 { w } ， 

{ u k } 满足 


(1) limM /, 

/e-^oo 


X k 


max ( x /c ) 


(2) limmaxCu /,)= 


A , 


定理 8.3 设 a e 只…有; 7 个线性无关的特征向量 . a 的特征值 
及对应的特征向量分别记为 I 及乂 j(i = 1，2,…， 7?) ， 而为\的 
近似值，— 1 存在，且 | X.-p |《| A , — f | ( zt ^)， 则对任 
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数值分析同步辅导及习题全解 


意非零初始向量％ = u 0 ( a 7 ^0) ，由原点平移的反幂法迭代公式 


U/ e = (A — pi ) M/,-1 


U k 


Vk 


> 


max ( U / e ) ’ 


k = 1,2 


产生的向量序列 { u ,}，{^} 满足 


(8. 3) 


(1) \imu k = - J -~~ - ； 

k^oo max(jc,) 

(2) limmaxCu ^) —— - ~ -——，艮 P p + -—— ^一入 ）（ 々一 °°). 

k 一 A , — p max(U/,) 

反幂法迭代公式 （8. 2) ， （8. 3) 中的 w 是通过解方程组山^ = 

和 （A — /J ) U /: = Mh 而得. 

四 、豪 斯霍尔德方法 

1. (豪斯霍尔德约化矩阵为上海森伯格阵）设 A G R wX % 则存在 
初等反射阵 tA ， t / 2 ，…， W - 2 使 
1/•上…1/ 2 [/属卩 2 ".[/„_ 2 = U ^ AU 0 = if (上海森伯格阵). 

本算法计算的^/。= //(上海森伯格型），其中 f /。 = 
_，"11，厂 2 为初等反射阵的乘积. 

( l ) U 0 W 


(2) 对于々=1，2,……一2 

① 计算初等反射阵仏使 R k c k 二一❿ 

② 约化计算 


A^U k AU k ,U k 

©U 0 ^U 0 U k 



2. (豪斯霍尔德约化对称阵为对称三对角阵）设 A G 为对 
称矩阵，则存在初等反射阵 K ， f / 2 ，…使 
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Ci b l 

bi c 2 b 2 






c„ 


C 


五、 QR 方法 


QR 方法是用来求实矩阵 A 的全部特征值的方法.它主要由两步 
组成：首先通过反 向变换 （ Householder 变换）把 A 正交相似变换 
为上海森伯 格阵； 然后把所得的上海森伯格阵通过 QR 方法变换 
为本质收敛的上三角阵. 

QR 方法的基本原 理为： 设实矩阵 A = 可以分解为 A = 

淡，其中2为正交矩阵，只为上三角阵，令 

= A = QiR\ ? A 2 — RiQi = Qz^2 ? *** 

一 般地， 

^■k = QiMk » — RkQk = Qk+i^k+i 9 k = 1,2, ••• 

这样可以产生一个矩阵序列 { AJ . 由于 A +1 =艮么必，所 
以 {> U 中的所有矩阵都彼此相似，有相同的特征值.如果 A 趋于 
一个对角阵或上三角阵，则当々充分大时，戾的对角元素就可作 
为 A 的特征值的近似值. 

关于 QR 方法的收敛性及当 A 为对称矩阵时的相差结论见教材. 
为加速收敛，也可使用带原点平移的 QR 算法.当特征值为共轭复 
根时，可用双步原点平移的 QR 方法，详见教材. 

典型例题与解题技巧 

【例1】用带原点平移的反幂法求矩阵 A 的最接近于 p =-13 的特 

征值及相应的特征向量，其中 


一 12 



A 





2 


- /77 - 
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解题分析 
解题过程 


本题考查了反幂法的运用. 

带原点平移的反幂法的计算公式见式 （8. 3). 也可写成 


Mo ^ 0 ,(A — pi ) Vk = Uk -1 ^Uk 

由于 p =—13,故矩阵 


Vk 

maxivk ) 


= 1，2, 


• • • 


B = A - pi 


3 

3 


3 3 

14 -2 

- 2 20 


将 B 进行 LU 分解，得 



I 一 


~1 3 3 _ 

B - LU - 

3 1 


5 11 


9 11 , 


66 


L 1 」 




则带原点平移的反幂法可写成 


Uo 9^ 


k 


u 


k -\ 


k = yk ^ 


v k 


max ( u / e ) 


，々 =1，2 ， 


取 Mo = (1，1，1) T ， 计算结果见表 8 — 1. 


表 8 — 1 

k 

T 

p + l/max(u^>) 

1 

(1 ，一 0. 271 604 938, — 0. 197 530 864) 

一 13. 407 407 41 

2 

(1 ，一 0. 234 537 76, 一 0. 171 305 338) 

- 13. 217 529 30 

3 

(1,- 0. 235 114 344, 一 1. 171 625 203) 

- 13. 220 218 64 

4 

(1,- 0. 235 105 35, - 0. 171 621 118) 

- 13. 220 179 41 

5 

(1,- 0. 235 105 489, - 0. 171 621 172) 

— 13. 220 179 98 


可以看出，与 p =— 13接近的特征值约为 A ^-13.220 


179 98,与之对应的特征向量是（1， - 0.235 105 489, 
0. 171 621 172)' 
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【例2】 用 Householder 方法变换矩阵 


A 


6 2 3 1 

2 5 4 8 

3 4 9 1 

18 17 


为三对角对称方阵. 


解题分析本题考查了豪斯霍尔德方法. 

解题过程第一步，将向量 [2 3 1] T 变为与 e 

行的向量.按照计算公式 


:1 0 0 ] T 平 


ai 


(7 i = sgn (2) ( / ja 

V i=2 


2 x T 


a /2 2 + 3 2 + 1 = a /14" 


U, 


3 


T 


心 =[2+ ^14 3 1] 


T 


U , 




(% +2) = 2 ^/U + 14^ 21.483 3 


H / 


-ITT TJT 


cn 


UU 


H , 


A 2 


- 0. 534 5 - 0. 801 8 - 0. 267 3 

- 0. 801 8 0. 581 1 —0. 139 6 

- 0.267 3 - 0. 139 6 0. 953 5 


0 


0 


0 - 0. 543 5 - 0. 801 8 - 0. 267 3 
0 一 0.801 8 0. 581 1 — 0. 139 6 
0 - 0267 3 - 0. 139 6 0. 953 5 


H 


3. 741 7 


0 


3. 741 7 13.875 6 1.807 9 - 3.139 6 


0 


1. 807 9 


4. 291 2 - 6.007 9 


- 3. 139 4 - 6. 007 9 2, 851 2 


第二步，将二维向量 [1. 807 9 -3. 139 4] T 变为与二维 

单位向量^ = [1 oF 平行的向量，有 


(72 = sgn ( l . 807 9)[1. 807 9 


3. 139 4) 2 ]~ 
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3.622 8 



u 2 — 

[1.807 9 

— 3. 139 4] r + (72 C\ 

— 

[5.430 7 

- 3. 139 4 ] T 

a — 

(。2 + 1. 807 9) — 

:19.674 3 

H / : 

-^2 Oil U 2 

uj 

— 0.499 0 

0. 866 6 


0 . 866 6 
0. 499 0 


H 2 


0 

0 


0 


0 0 - 0. 499 0 0. 866 6 
0 0 0. 866 6 0. 499 0 


A 3 = H 2 A 2 H 


6. 000 0 - 3. 741 


0 


3. 741 7 13.857 6 - 3.622 7 


0 


- 3. 622 7 


0 


8. 405 8 - 3.638 7 

- 3. 638 7 - 1. 263 4 


A 3 即为所求三对角对称方阵. 


【例3】 


设⑷为 QR 方法得到的矩阵序列，杰= Q k R k , A , +1 = R k Q k 
= Qin-iRk+i = 1，2, …. 证明下列 性质： 

(1) A , +1 与^ 相似； 

(2) A ^+! = Qk l -^\Qk^Qk = 仏仏…仏； 

(3) A ; i = QiMk ， Rk = RkRk-i … Ri • 

解题分析 本题是 QR 方法中产生的几个矩阵序列的一些性质，只 

需按 QR 方法的有关关系推导即可证明全部结论. 
解题过程 （1) 因 A = Q k R k ,A k+ i = R k Qk ，所以凡 = Qk l A k ,A k+l = 


Q^A k Q k . 这说明丰与 A +1 相似. 

(2) 由 （1) 的证明知， A+i = QJ^kQk ，这一式子对々 
2,…都成立，故有 

= Qk l ^kQk = 


1， 


Qk l Qk-\^k-\Qk-i Qk 

「 i 


i 八 — 


ere 


左 一 i 


• • • 


QrA.Q.Qr-Q 


k 
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由 的定 乂知， ^- k+i = Qi： 1 Qh • 

(3) 因為=仏化，所以 

•^1 — QiRiQiRi = QiA 2 JRi — (0102) (-R 2 -R 1 ) 

同法可得 


A? = LQ^Qz-Q,JLR,M 


k-1 


• • • 


Ri] = Qk^ k 


历年考研真题评析 


【题1】 （山西大学2006年）用幂法求矩阵 A 


的特征值，精确至 4 位有效数字 
解题分析 本题考查了幂法的运用. 


按模最大 


解题过程 Mo 


Vo 


Ui ■ /1 m 0 

r 1 3 n 


T 


" 4 " 


- 1 9 


1 


8 


mi 


Mi 


1 


m 


Vi 


0. 


v 2 — AUi — 

1 3 n 


~0. 5 n 


~3. 5" 


- 1 9 


1 


8. 5 


= 8. 5 


w 2 


1 


m 2 


l >2 


0. 41176 


= Au 


1 

3 n 


"0. 41176 1 


"3. 41176" 

— i 

9 」 


1 」 


8.58821 


7?7 3 = 8. 58824 


Ms 


m 3 


V3 


0. 397260 
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【题2】 

解题分析 
解题过程 


Vi — Am 3 — 

1 3 n 


—0.397260— 


—3. 397260— 


- 1 9 


1 


8.602740 


m 4 = 8. 602740 


m 4 


1^4 


0. 394904 


777 5 = 8. 605096 


v 5 — Au 4 —— 

1 3 n 


"o. 394904" 


"3. 394904~ 


- 1 9 


1 


8.605096 


Ms 


777 6 

A TH u 


nu 


v 5 


0.394523 


8.605477 
8. 605 


v 6 — Au 5 — 

r 1 3 n 


~0. 394523" 


"3. 394523" 


- 1 9 


1 


8.605477 


(山 东大学 2005 年）对矩阵 A 进行 QR 分解，已知 



本题考查了 QR 方法分解矩阵、反射变换和平面旋转变 
换的应用. 

用反射变换对 A 进行 QR 分解 

记 = A = [ a : , a 2 ， a 3 ]， 第一步，求 R 使 Ha 与 q 平 
行 ， g 卩//曲 =一 ah . 根据计算公式 


f 7 l 


U , 


signCan ) ( ) = \/0 + 2 2 + 0 = 2 

i=l 

a, + 心 = [2 2 0I T 


- 182 - 


a \ 


II 2 = 0 \ ((7i + an ) = 4 
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H 


I 




cxi 


l u,uj 




0 0 


A 2 


HA 


-2 - 1 


0 


第二步，令 4 


2 ) 


[—2 


G R 2 平行，即 


2 ) 


T ， 求坑 2) ，使芘 2) 4 2) 与4 
CTWP .经计算，得 


2 ) 


m 


2 ) 


- 0. 707 0. 707 

0. 707 0. 707 


所以 


H 2 


0 


0 - 0. 707 0. 707 


0 


0. 707 0. 707 


A 3 = H 2 A 2 = H 2 H x A 


故 


- 2 - 1 - 2 
0 2. 828 0. 707 


0 


A = (H.Hir'R = H.H.R = QR 


0. 707 


Q = H , H 2 = 


0 




0. 707 - o . 707 


0 


0.707 0.707 


用平面旋转变换对 A 进行 QR 分解，记 Ai = A . 先将 A 的 


第一列变得与^平行. 


cosd 


61 


0 


0 


sind 


v 61 +62 v 0 2 + 2 


62 


+ ^ 
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【题3】 


T 12 


0 


1 0 
0 0 


0 0 


^2 = T12A 


2 1 2 

0—2 0 
0 2 1 


再将二维向量(一 2,2) T 变得与 q 6只 2 平行.此时 


cos <9’ 


-2 




1 


7 (- 2) 2 +2 


V 2 


， sin〆 


V 2 


T23 




1 


1 




0 


V 2 


^3 ~ ^ 23^2 ~ T23T12A1 = 


2 芯 


42 


42 


R 


所以 


A = = T T l 2 Tl,R 


Q = Tj 2 Tl 


a /2 V 2 


0 


0 


V2 V2 


(武汉大学 2006 年）设矩阵 A 


a n a n 


CI21 a 22 


有两个互异的特 


征值 A ! 和义 2 ，且 I A ! |>| A 2 I .写出用幂法计算 A ! 的算法， 
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并证明算法的收敛性. 

解题分析 本题考查了幂法的计算及其收敛性. 

解题过程 设与 Ai 和/ 2 相应的特征向量为 A 和^，则有 


Ax 1 == A 1 ， 

计算 A , 的幂法算法 如下： 


Ax 


又2义2 


取 Mo ， v k = Au k -i , m k = max ( U/ e )，m 


Vk 

m k 


，々 =1，2 ， 


• • • 


其中 max ( uj 表示 w 中首次出现的绝对值最大的分量 
有结论 


Ai 


max m k 

k-^OO 


证明如下 


Uk 


1 


mk 


Au 


k -\ 


m k 77? /e _i 


A 2 u k - 2 


1 


A k u 0 


A k u 


0 


Vk 


Au 


k -\ 


m k m k-x 

=A • 


max ( A k u 0 ) 


Mo 


A k u 


0 


maxCA 7 ' -1 m 0 ) max ( A /v_1 u 0 ) 


设 Mg = aiXi +a 2 X 2 ， 且 ai ^ 0, 这是可做到的 


A k u 0 


m k 


A /v (a\X\ azXz) — a\X k \X\ ~ 9 

maxCaiAjxi + a 2 A 专 x 2 ) 


ma 


x ( A k u 0 ) 


max ( A / c _1 M 0 ) max ( aiX k r l Xi + a ?^ z~ l x 2 ) 


Ai 



A ：1 H 

Oil 

又2 

A ：2 

max 


Oi \ 

a 7 



r-l 


max 

+ " 2 

A2 

^2 



a 7 

■ 


由 


又2 

Al 


〈 1 可知 lim /??/。= A !. 


k 
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课后习题全解 


◎1. 用幂法计算下列矩阵的主特征值及对应的特征 向量: 



当特征值有3位小数稳定时迭代终止. 
分析 本题考察了幂法的计算. 

解套用幂法公式 


Mo 0,V k 


9 Uk = 


Vk 

maxi vk ) 


A = 1 ， 2, 


• • • 


取 M 。= (1，1，1) T 关 OjfAi 代人上式，计算结果见下表 


k 

uj 

max( Vk ) 

1 

(1,0.75,0) 

8 

2 

(1,0. 648 648 649. 一 0. 297 297 297) 

9. 25 

4 

(1,0. 608 798 347. — 0. 388 839 681) 

9. 594 900 850 

6 

(1,0. 605 776 832, 一 0. 394 120 752) 

9. 605 429 002 

7 

(1,0. 605 609 752, 一 0. 394 368 924) 

9. 605 572 002 


即 A ! 的主特征值 A ! 〜 9. 605 572,特征向量 a 〜 (1,0. 605 
610, - 0. 394 369) t . 


将為 代入幂法公式，取《。= (1，1，1) T ， 计算结果见下表 


k 

uj 

max(i；/.) 

1 

(0.285 714 286,0. 714 285 714,1) 

7 

2 

(0.162 790 698,1,0.651 162 791) 

6. 142 857 143 

5 

(- 0. 476 667 405,1,0. 275 116 331) 

8. 400 967 982 

10 

(0.598 164 195,1,0.155 993 744) 

8. 855 264 597 

16 

(- 0. 604 221 865,1,0. 150 937 317) 

8. 869 534 947 

17 

(- 0. 604 288 082 ,1,0. 150 881 294) 

8. 869 699 412 
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故戾的主特征值 Ai 〜8. 869 699,主特征向量为(一 0. 604 288, 
1,0. 150 881) T . 

_利用反幂法求矩阵 


6 2 1 

2 3 1 

1 1 1 

的最接近于6的特征值及对应的特征向量. 

分析 本题考察了反幂法的计算. 

解 本题应按带原点平移的反幂法计算.平移量 P = 6 ，因此先将 


B = A 


- 3 


1 - 


进行三角 分解 ： PB = Ll /， 其中 


P 


0 1 
0 0 


0 


0 0 


L 


1 


2 


0 


4 


U 


- 3 


0 


0 


0 


11 

T 

27 


然后利用 R = ( i ， i ， i ) T 解得 


i^i 


maxi vi ) 


，得 




Pii f,—i 9 Uv 


y k ^ u 


v k 


k 


maxCvk ) 9 


焱 = 2 ， 3 ， 


计算得以下 结果: 


W = (1. 618 518 519,0. 807 407 407,0. 185 185 185) 


u 


(1,0. 498 855 835 ,0. 114 416 475) T ，A 义 6. 617 848 97 
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_ y 2 = (0. 498 855 835, — 0. 135 011 442,1. 108 009 154 ) T 
u 2 = (0. 742 944 316,0. 397 406 559,0. 205 186 88 ) T 
u 2 = (1,0. 534 907 597,0. 276 180 698) T , A ^ 7. 345 995 896 
js = (0. 534 907 597,0. 008 726 899,0. 993 018 48 ) T 

v 3 = (0. 787 588 409,0. 408 053 844,0. 183 892 311 ) T 

m 3 = (1，0. 518 105 446,0. 233 487 833) T , A ^ 7. 269 698 727 
= (0. 518 105 446, — 0. 025 564 89,1. 020 451 912 ) T 
u 4 = (0. 772 837 002,0. 405 513 711,0. 188 972 576 ) T 
u v = (1,0. 524 707 939,0244 518 023 ) T ,A ^ 7. 293 933 905 
= (0. 524 707 939, - 0. 017 835 946,1. 014 268 757 ) T 
u 5 = (0. 777 569 535,0. 406 086 226,0. 187 827 547 ) T 
m 5 = (1,0. 522 250 689,0. 241 557 235) T , A ^ 7. 286 058 616 
= (0. 522 250 689 , — 0. 019 568 109,1. 015 654 488 ) T 

u 6 = (0. 776 020 139,0. 405 957 918,0. 188 084 164 ) T 

m 6 = (1,0. 523 128 07,0. 242 370 209 ) T ,A ^ 7. 288 626 351 
y 7 = (0. 523 128 07, 一 0. 019 193 826,1. 015 355 061 ) T 
u 7 = (0. 776 528 141,0. 405 985 642,0. 188 028 715 ) T 
u 7 = (1,0. 522 821 544,0. 242 140 245) T , A ^ 7. 287 783 336 

可以看出， A 的与 6 最接近的特征值约为 7. 288,对应特征向 
量为（1，0. 522 8,0. 242 1) T . 

0 3. 求矩阵 

~4 0 0" 

0 3 1 

_0 1 3_ 

与特征值4对应的特征向量. 

解 易知，原矩阵有特征值4,4,2.故可用幂法求解，取 


Mo 

- (1，1，1) T ， 利用幂法计算得 


Vi 

(4,4,4) T ， u Y (1，1，1) T ， 

max(ui ) — 4 

v 2 

- (4,4,4) T ， u 2 - (1，1，1) T ， 

max ( u 2 ) — 4 
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故与特征值4对应的特征向量为 （1，1，1) T . 

读者可取 W = (1，1，0) T 进行计算，得特征向量为（1，0.5,0. 
5) T . (1，1，1) T 和 （1，0. 5,0. 5) t 都是特征值4对应的特征向 
量，且相互独立. 

4. ( a ) 设 A 是对称矩阵， A 和 x ( || a : || 2 = 1) 是 A 的一个特征值及 
相应的特征向量.又设 P 为一个正交阵，使 
Px = e Y = (1，0,…， 0) T . 证明 B = PAP T 的第一行和第一 

列除了 A 外其余元素均为零. 

( b ) 对于矩阵 

" 2 10 2 " 

A = 10 5 — 8， 

2—8 11 
—— — 

T 

A = 9是其特征值， x = !，丄，！ 是相应于9的特征向 

3 3 3 

V 

量，试求一初等反射阵 P ， 使 Px = 并计算 B = PAP \ 

分析 根据实对称矩阵对角化的相关性质求证，运用反射矩阵的 

几何意义求解. 

证明 （ a ) B = PAP T 9 B t = ( PAP T ) T = PA T P T = 故 B 也 

是对称矩阵.又 Ajc = Ajc ， P 为正交阵且 Pjc = 故由 
PAP T Px = PAx 得价 i = APx = Aq ，即 A 是 B 的特征 
值，^是 B 的与 A 对应的特征向量.再由价1 = Aq 知 
心21 = 心31 =… = 乂1 = 0= A ，根据对称性知6 12 = 
^13 = •••=、= 0,即 B 的第一行，第一列的元素除心 
= A 外，其余全为零. 

解 （ b ) 根据反射矩阵的几何意义知，取向量 M = x — Q 作为反射 

T 

镜面的法向量即可将 x 变为〜此时―丄，丄 ， A ， 

3 3 3 


反射矩阵 
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小结 要清楚实对称矩阵的对角化问题. 
0 5. 利用初等反射阵将 

「1 3 4" 


4 2 1 

— 

正交相似约化为对称三对角阵. 

解对向量 (3，4) T 作反射变换，使其变得与 A = (1 ， 0) 平行.此时 
a = ^3 2 + 4 2 = 5 = (8,4) T ，" = 士 || m || ■ = (j((j + 3) = 40 


Hz 



(8,4) = 



所求的反射阵为 



目 



HAH 1 









77 14 

25 25 

14 _ 23 

25 _ 25 
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第 8 章 矩阵特征值问题计算 


W 设 Ah 是由豪斯霍尔德方法得到的矩阵，又设: v 是 Ah 是一个 
特征向量. 

( a ) 证明矩阵 A 对应的特征向量是 x = PiA … P ,,_ 2 i y ， 

( b ) 给出的: y 应如何计算 i ? 

证明 （ a ) = 1 V 2 1 V 3 … PiA / V "!^， 设 = Ay , 所以有 

P ) ； _2*-P2PiAP 1 P 2 -P ; ,_ 2 j = A 3 7 
ACPi/V-./Vd) = 

故 x = RP 2 • " P „- 2 _ y 是 A 的与特征值 A 对应的特征向量. 

( b ) 因1^，1> 2 ，〜，1^- 2 都是反射矩阵而且是在计算 Ah 的过 

程中得到的，故可以采用如下过程计算 x . 令汉=巧 

H k = P k H k -” k = 2,3,…，"一 2 

X = Hj- 2 y 

• 7. 用带位移的 QR 方法计算 



(aM = 2—1 1， ( b)fi =121 

0 13 011 

的全部特征值. 

分析 熟练掌握带原点位移的 QR 方法即可得出正确结果. 

解 （ a ) 记為 =^，取& = aT 作为平移因子来计算 A 的全部特 

征值 .h = 3 
P23P12 ^^1 — I) = R 

"2. 828 427 124 - 4. 242 604 686 0. 707 106 781 

= 0 1. 732 050 806 — 0. 577 350 268 

_ 0 0 0. 408 248 245 

■A 2 = RP ?2 -^23 ^ 1 ^ 

'- 2. 0 1. 224 744 87 0 " 

= 1. 224 744 87 1. 666 666 667 0. 235 702 26 

0 0. 235 702 26 3. 333 333 333 


5 2 = 3. 333 333 333 
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数值分析同步辅导及习题全解 


P23P12 (^-2 一 


R 


5.472 151 717 - 1.566 698 9 0. 052 753 495 


0 

0 


1. 370 688 834 - 0. 226 301 


0 


^3 


RPJzPl 




0. 039 502 921 


一 2. 350 649 345 0. 306 779 526 


0 


0. 306 779 526 1. 978 401 822 0. 006 792 831 


0 


5 3 = 3. 372 247 822 


0. 006 792 831 3. 372 247 822 


P23P12 (A 3 — 入3 I) ~ ^ 


5. 731 113 823 - 0. 380 950 572 0. 000 363 611 


0 

0 


A 4 = RPj 2 Pl 


1. 375 442 892 0. 000 330 107 


0 


0. 000 033 499 


- 2.371 041 162 0.073 625 778 

0. 073 625 778 1. 6998 760 145 


0 


0 


0 

0 


3. 372 281 32 


故 A 有一个特征值 Ai = 3. 372 281 32•对的子矩阵 


A 4 


- 2. 371 041 162 0. 078 625 773 

0. 073 625 778 1. 998 760 145 


继续进行变换，取 h = 1.998 760 145,得 


P 12 一 ^ 4 -^) 


R 


4. 370 421 512 - 0. 073 615 329 


0 


0. 001 240 327 


a 5 


T 


RP12 


- 2. 372 281 308 - 0. 000 020 895 


0. 000 020 895 


1. 998 760 145 


因此 A 的另两个近似特征值分别为一 2. 372 281 308和 


1. 998 760 145. 
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第 8 章 矩阵特征值问题计算 


实际上 A 的特征 值是+ ± + #和 2. 只要再对足变换一 


次即可得到准确值 j — f 和 2. 

( b ) 记成 = B ，按 s k = a 。 的办法选取平移因子，贝 Ij Si 

P23P12 ( 忍 1 — ^1) = R 


2. 236 068 1. 341 641 0. 447 214 


0 


1. 095 445 0. 365 148 


0 


- 0. 816 497 


成 =12 丁 P 


23 丁 


3. 


0. 489 898 


0 


0. 489 898 1. 733 333 一 0. 745 356 

0 - 0. 745 356 0. 666 667 


. s'2 — 0. 666 667 

^ 23-^12 (^2 — SzD — R 


2. 973 961 0. 658 916 - 0. 122 782 

0 1.224 403 - 0. 583 259 

0 0 - 0. 447 537 


B 3 


RPJzPl 



3. 708 543 0. 201 693 

0. 201 695 1. 979 853 

0 0. 272 439 


0. 272 439 
0. 311 608 


h = 0. 311 608 

P23P12 (B3 — S^I) — R 


1. 


3. 402 917 308 0. 300 218 995 0. 016 147 747 

0 1. 675 653 371 0. 268 341 036 

_ 0 0 — 0. 044 216 968 

B , = RPj 2 Pl + s 3 l 
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数值分析同步辅导及习题全解 


3. 726 337 0. 099 318 


0 


0. 099 318 2. 005 687 - 0. 007 189 


0. 007 189 0. 267 979 


= 0. 267 979 


P23P12 (-^4 — ^4 


R 


3. 459 784 0. 149 160 - 0. 000 206 


0 


1. 734 156 - 0. 007 186 


0 


^5 — J2P23 


0. 000 030 


3. 730 619 0. 049 781 

0. 049 781 2. 001 435 


0 


0 

0. 267 949 


现在收缩，继续对仏的子矩阵 





'3. 730 619 

0. 049 781" 


0. 049 781 

2. 001 435 


进行变换，得到 


B 


P 12 (^5 — SsI)Pl2 + 


3. 732 051 0 


故求得 B 的近似特征值为 


Ai 


3. 732 051， A 2 = 2, A 3 = 0. 267 949 


实际上 B 的特征值为2 士 #和 2. 

小结 掌握计算一般矩阵全部特征值问题的 QR 方程 


◎ 8. 试用初等反射阵将 


A 




2 -4 


分解成2只的形式，其中2为正交阵，只为上三角阵 


• 194 • 












































分析 

解 


第8章 矩阵特征值问题计算 


本题考察了矩阵的 QR 分解 
第一步，将 A 的第一列变为与^平行的向量，取 

( X ! = ( 1 2 + 2 2 + 2 2 )^ = 3 ， Ml = ( 1 , 2 , 2 ) T +^ 1 ( 4 , 2 , 2) T ,/? 1 
= y II Ml II ^ +0) = 12,因此，所求反射阵为 




- 3 3-3 

PA = 0 0—3 

0-3 3 

— _■ 

第二步，将 PiA 的第2列中的二维向量（0, 一 3) T 变成与化 
(1，0)平行的 向量. 取 ( j 2 = — 3， m 2 = ( — 3， 一 3 ) T ，/?2 

y II m 2 || 2 = 02(02 +0) = a \ = 9,因此，所求反射阵为 
"1 0 01 ["—3 3 — 3" 

p 2 = 0 0 — 1 ， P 2 P 1 A = 0 3—3 


— 0-1 ( 

所以 ， a =淡，其中 




PiP 2 







R 
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数值分析同步辅导及习题全解 


◎ 9•设 






A 


4 -1 


G R ” Xw ， 


-1 4-1 

- 1 4 

试确定 A 及/ T 1 特征值的界. 

分析本题考察了 Gerschgorin 圆盘定理及可逆矩阵间特征值的 

关系. 

解 根据 Gerschgorin 圆盘定理知， A 的特征值 A , 位于圆盘 

I A ; - — 4 |^2, i — 1,2，…，7? 

之内，即 2 ^ A ,- ^ 6 , z '= l ，2, …，7? 

由于 / T 1 的特征值&与 A 的特征值 A ,. 之间有关 系式： 



故 A - 1 的特征值界为 i = 1，2,… ， n . 

0 乙 


◎ 10. 设盔= 


An A l2 ) 

^ / ，又设 A , 为的特征值， A , 是 A 22 的特征 

❶ ^22 9 


iMfX / = (ai 9 0：2 » q ：3 ) T 为对应于 A ,- yA n 的特征向量，= (/?i ， 
爲 ) T 为对应于 A ;， A 22 的特征向量•求 证： 

(1) A ,, A , 为 A 的特征值. 

(2) X { = (ai , a 2 ， 0,0) T 为对应于 A ,， A 的特征向量， 

〆 ，= (0,0,0，/? 1 ，/? 2 ) t 为对应于 A .,， A 的特征向量. 

分析 本题运用矩阵的特征值与特征向量的改制即可求证. 


证明 （ 1) A 的特征方程为 det(A-Ai) = 0,即 det(A u —AJ 3X3 ) 


= 0 ， det ( A 2 2 — A / 2x2 ) =0,由于 A / 为 Au 的特征值， A ; 
是 A 22 的特征值，故 det ( A n — AJsxa ) = 0， det ( A 22 — 
A , i 2x2 ) = 0,所以 A ,， A 7 均是 A 的特征值. 

(2) x i = (xj , 0 , 0 ) T = (0,0,0,3^ T ) T ，所以 
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Ax f 


A 


0 


0 A 




A 


0 


0 A 


22 


Xi 


Anx ； 


A 

0 


0 

= A, 

0 

0 

— — 


0 


0 

0 


0 


0 

0 


0 

-a 7 

0 

0 


0 


0 

J 7 , 


y i 


兄 . 

— - 


A 




因此，是对应于 A ,， A 的特征向量，是对应于 A ; 
A 的特征向量. 


注教材中 A = fAl1 A ^对 A 12 没有作任何限制，当 A 12 #0 

0 A 22 

y 

时， （2) 中 X '.是对应于 A ,， A 的特征向量的结论正确；但 
是对应于的特征向量的结论不一定正确.因此本文将 
A 12 改为 0. 
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第 9 章 


常微分方程初值问题数值解法 


内容提要 

本章讨论一阶常微分方程初值问题 




dy 

dx 


=工， y ) 


(9.1) 


、: y(x 0 ) = ： y 0 

在区间 [ a ，6] 上的数值解法，其中为已知连续函数， （ x q ，3；。) 
为给定初始点.为保证 （9. 1) 的解存在且惟一，总假定右端函数 /( x , 
y ) 关于: y 满足 Lipschitz 条件，即 

V ： y ， 夕，有 I f ( x , y ) — f ( x , y ) |< L | y — y 


一、 算法构造的主要途径 
1. 离散化 


将微分方程的连续问题 （9. 1) 离散化，即取一系列离散点 


^0 < ^1 < ••• < OCn < X n+l < 

其中 = X 。 + 77 /i ，77 = 0 ， 1 ，…， /i = X )l+i — X n ，并且假定步长 /l 

是常数. 

将微分方程离散化，通常有三种 方法： 
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第 9 章 常微分方程初值问题数值解法 


(1) 差商逼近法 

即是用适当差商逼近导数值. 

( 2 ) 数值积分法 

其基本思想是先将问题 （9. 1) 转化为积分方程 


y ( x m ) — y ( x n ) = ) dx , ( 3 /( x0 ) = yo ^ m 〉 

n ) 


然后将上式右端采用第四章介绍的数值积分离散化，从而 
获得原始初值问题的一个离散差分格式. 

(3) Taylor 展开法 

其基本思想是首先构造一个关于真解及其有关信息的含参 
算子 ，将算子中诸项在某点处按 Taylor 展开式展开，合并 
该展开式中的同类项并截去余项，然后令诸同类项系数为 
零，由此即可确定出原算子中的全部（或部分）参数，从而 
获得一个(或一类）关于数值解的差分方程. 

2.几种常用的差分格式 

(1) 显式 Euler 法 

y^rl = yn + hf{x n ,y n ) 

( 2 ) 隐式 Euler 法 


y n +\ = y n + hf (x t7+ i , y n+1 ) 

(3) 梯形格式 

h 

y n +\ = + yL/(i« ，： + /( 工《 +1 ，： y n +i)_ 

(4) 改进的 Euler 格式 

/l 

^ ； z+l = + y[/(L ， : V") + f(^n+l，yn + hf (^n ， 3^) ) ] • 


(5) 龙格 _ 库塔法 

一般形式为 
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数值分析同步辅导及习题全解 


3 Vh 


f ；z +h(c l K l +c 2 K 2 + 


• • • 


c r K r ) (n = 0 ， 1 ， 2 ,…） 




Ki = f(x n ,y n ) 


，•— i 


K 


+ ciji ,y n + h y^bjjKj 


(i = 2 ， 3 ， … ， r) 


其中 r, ， a, ， ~ 均为待定常数，且 Cl +c 2 + … +cv = 1. 
常用的龙格一库塔格式有 


①二阶中点格式 


: y,rH = % 


hK 


n 


0 ， 1 ， 2 ， …） 




K 


K 


，: y ") 


f^n 


(9.2) 




h , y n + ^rhK i ) 


② 二阶休恩 （ Heun ) 格式 


yn +\ = yn 


h 


(K 2 + 3K 2 ) 


(77 = 0 ， 1 ， 2 ,…） 


K 


K 


f^ocn, y n ) 


(9. 3) 


f(^n + + —hK x ). 


③经典四阶龙格一库塔格式 


y ^\ = yn 


h 


(Ki + 2K 2 + 2K 3 +K 4 ) (77 = 0 ， 1 ， 2 ,…） 


K 


K 


f(^Cn ^ y fl ) 


f(^n 


h 




K 


K 


f(^n 


h 


yn 


h 


K ? ) 


f(x n + h ,y n + hK 3 ). 


(9.4) 


二、单步法的收敛性与稳定性 


问题 （ 9. 1 ) 的单步法的一般形式为 
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第 9 章 常微分方程初值问题数值解法 


定义 设〆: T) 是初值问题 （9.1) 的准确解，％是某一数值方法 
(如 （9. 2)) 的数值解，若对于固定的：= : r G + 幼，当 A — 0时有 

— 〆〜），则称该数值方法是收敛的. 

定理 9. 1 假设显式单步法 

y n +i = y n + hep ( x n , y n , h ) (9. 5) 

具有 P 阶精度，且增量函数〆: r，：y，W 关于: y 满足李普希兹条件 

I cp(x,y,h) I < I y~y\ 

又设初值 W 是准确的，则其整体截断误差 

y{x n ) — y n = 0( h p ) 

定义 若单步法 （9. 5) 的增量函数^满足 

cp(x 9 y 9 0) = 

则称该单步法与初值问题 （9. 1) 相容. 

单步法 （9. 5) 收敛的充要条件是此方法与初值问题 （9. 1) 相容. 
定义 单步法（9.5)用于解模型方法3/=》3；，办(彳）<0，若得到 
的解3^ = 满足 I E ( hX ) |<1 则称方法 （9. 5) 是 绝对稳 

定的 .在 p = /iA 平面上，使 | EUa ) |<1 的变量围成的范围，称为 
绝对稳定域， 它与实轴的相交区域称为绝 对稳定区间. 

三、线性多步法 


般形式 


，—1 


k 


yn+k = X ] a ^y^i + h 2 


/ = 0 


/ = 0 


四阶阿达姆斯显式公式与隐式公式 


3^+4 


加 + ^(55/, +3 - 59/ 朴 2 + 37 U 


9/J 


3^+3 


y?i +2 + 2^/l(9/ ;?+3 + 19/ ;?+2 




5 /纤 



有关米尔尼方法、汉明方法、预测一校正方法等见教材. 

线性多步法的构造方法主要是基于数值积分和泰勒展开这两种途 
径.有关局部截断误差等单步法的基本概念对于多步法也类似成立. 
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四、局部截断误差和方法的阶 


1.单步法可写成如下统一 形式: 


y , 2+i = y, t + h ( p { x n ， y „ ，/ 1 ) 


(9.7) 


其中与微分方程右端函数有关.若 p 中不含 l + i ，则方法是显 
式的，否则是隐式的. 

从： T 。 开始计算，如果考虑每一步产生的误差，直到 X „， 则有误 
差^ = : y ( A ) — ^，称为方法在点的整 体截断误差. 分析和 
求得整体截断误差6是复杂的，为此，仅考虑从:到 x „ +1 的局 
部情况，并假设: T ,, 之前的计算没有误差，即: V ,,= 

2.设 3/(1) 微分方程的精确解，则 


T 


7Z+1 


3/Cx^+i ) — 

: y(A+i) — — hcpi^^yix,,) ,y(x n+l ) ， / 1) 


称为单步法 （9. 7) 的局 部截断误差. 将右端各项在： r „ 点作 
Taylor 展开，就得到局部截断误差的具体表达式. 

3. 若给定方法的局部截断误差是 

T ll+1 = W 1 )， 

则称该方法是 P 阶的，或具有 P 阶精度. 

显式 Euler 格式与隐式 Euler 格式均为一阶方法，其局部截断误 

差的首项分别为¥/(^)与一梯形格式为二阶方 


法，其局部截断误差的首项为 一 


4•称7\ +1 = y (^ n + i ^ — L ^ ja k y (^ n - k ) + h ^]^ k f ( j： n - k , y ( x n - k ))_ 


k = 0 


k = — 1 


y(x ?I+ i ) — [ y^jaky(^n-k) -- 


k = 0 


k =—1 


为线性多步格式 （9. 4) 的局部截断误差. 

注： （9.4) 为四阶龙格一库塔公式，见前. 

若要使公式 （9. 4) 具有 p 阶精度，则其局部截断误差为 
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了， Z +1 = r 1 X . [1 — k) p 11 a k + ( P + l) 2 

^ P \ ^ . k = l k= — l 

• y+D + o(/，+ 2 ) 

典型例题与解题技巧 

【例1 】用二阶 Taylor 展开法求初值问题 

j / = 乂 + y 
卜⑴ = 1 

的解在I = 1.5 时的近似值（取步长/I = 0.25,小数点后至 
少保留5位）. 

解题分析 本题考查了算法构造的途径 之一： Taylor 展开法. 

解题过程 二阶 Taylor 展开公式为 

y ( x„+i) = y ( x n ) + ( x „ )h + ^ : 、;") /? 2 + 0 ( h 3 ) 

用 3/ = x 2 + y 2 1 y = 2 x + 2 yy ' = 2 x + 2 y ( x 2 +：y 2 ) 代 
入上式并略去高阶项 oa 3 ) ， 则得求解公式 

y>,+i = y n + h{xl + yl ) + y [2x„ + 2 y„(xl + yl )] 

由 3；(1) = > = 1，计算得 

3；(1. 25) ^ 3；! = 1. 687 5 
y ( l . 50) 义： y 2 = 3. 333 298 
【例2】用梯形法和改进的欧拉法求解初值问题 

\ = x -\- y ^ 0 ^ ^ 0. 5 

b(o) = 1 

取步长/, = o. 1，并与准确解 3 ； =—: r 一 1 + 2〆相比较 • 

解题分析 本题考查了梯形法和改进的欧拉法的运用. 

解题过程 梯形法计算公式为 

3^+1 = yn + + y n + : c„+i + 3V. 1 — 
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解得 


%+1 




-h/2) 


[(1 十 Y^ y " 



h(x n + x ;?+ i ) -i 





1,."，4) 


改进的欧拉法为 


'3^+1 

yn + h(x u + y fl ) 

— hx u 

-- （1 + h)y n 

A+i = 

hr 

yn 十 2 L‘ r " 十 yn 

+ ^fl+l 

+ yn+\ 

即 





- hx n + (1 + h)y n 



-<;A+i = 

:(1+ 2 h)y fl + 2 

3^rfl + 

hr 

2 Li" ^ji+i 


(n = 0 ， 1 ， … ， 4) 


代 A = O . l^o = 1入上两计算式，结果见表9 一 1. 

表9 — 1 


n 

OCr, 

梯形法 : y,, 

1 y^n) — y lt 1 

n 


改进欧拉法 > 

y(x„) — y rl | 

1 

0. 1 

1. 110 526 316 

0. 184 479 X 10- 3 

1 

0. 1 

1. 11 

0. 341 836 X 10— 3 

2 

0. 2 

1. 243 213 296 

0. 407 779 X 10— 3 

2 

0. 2 

1.242 050 

0. 755 516 X 10— 3 

3 

0. 3 

1. 400 393 643 

0. 676 027 X 10- 3 

3 

0. 3 

1. 398 465 250 

1. 252 365 X 10- 3 

4 

0. 4 

1. 584 645 606 

0. 996 210 X 10— 3 

4 

0. 4 

1. 581 804 101 

1. 845 294 X 10- 3 

5 

0. 5 

1. 798 818 827 

1. 376 285 X 10- 3 

5 

0. 5 

1. 794 893 532 

2. 549 009 X 10- 3 


可以看出，就本题而言，梯形法比改进的欧拉法精确. 
【例3】用二阶中点格式和二阶休恩格式求初值问题 


^ = x + y 2 ^ 0 <C x ^ 0. 4 

3 ^( 0 ) — 1 

的数值解（取步长 A = 0. 2,运算过程中保留5位小数）. 

解题分析 本题考查了龙格一库塔法的二阶中点格式和二阶休恩 

格式. 
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解题过程 


阶中点格式为 


: y (”+ i ) = 3^ 


hK 


< 


K 


K 


f\x n y y n ) 


f(^n 


h 


yn 


h 


Ki), (77 = 0 ， 1 ， 2 , …） 


将 /(x ， 3；) = x + ： y 2 及 /i = 0. 2 代入得 


3^»+i = 3；„ + 0. 2K 2 

< Ki = + yl 


K 


=(x n + 0. 1) + (y„ + 0. lKi ) 2 , (n = 0 ， 1 ， 2 ， …) 

由初值 《 y。= 1 计算得 

；7 = 0 时， K ! = 1. 000 00， K 2 = 1. 200 00,3；(0. 2) 义 ％ 


n 


1.240 00 

=1 时 ， K = 1. 737 60, K 2 = 2. 298 72，3；(0. 4) 义 ％ 
1.699 74 
阶休恩格式为 


: y”+i = % 


h 

4 


(Ki +3K 2 ) 


K i = f (x, z 9 y tl ) 


K 


f(x n + ^-h,y n + ) , (n = 0,1,2, …) 


将 f(x,y) = x + 及 /i = 0. 2 代入得 
， : y,z+i = a + 0. 05(1^ + 3K 2 ) 


Ki = x ;? + yl 


< 


K 2 = (^ n + 


0. 


(yn 


o . 


Ki)\(n = 0 ， 1 ， 2 ,…） 


取初值 > = 1 ，则 

77 = 0 时， K! = 1. 000 00,iC 2 = 1. 266 67 ， 3 ； (0. 2 ) 义 ％ 
=1.240 00 

=1 时 ， K = 1. 737 60 ， K 2 = 2. 499 18 ^(0. 4) ^ 3； 2 


n 


1.701 76 
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数值分析同步辅导及习题全解 


例 4】证明线性多步法 


A+i 


a 


( y ” — yn -\) — y n 


—2 


tt(3 + a) hXf u + f n -i 


存在 《 的一个值，使方法是四阶的. 

解题分析 本题考查了线性多步法的阶数知识. 

解题过程 只要证明局部截断误差= CK / i 5 )， 则方法为四阶.由于 

T tT+ i = y(x ft+ i ) —: y ( 於 1 ) = ^(^+1) + a[_y(x u ) — y(^ f r-i )] 
— y(x n - 2 ) — |(3 + a)/i [: y’(0 — (x n -i )_ 


y (^ n ) 


47 


hy' (x n ) + ~y\x n ) + ( x n ) 


h 


y {[) ( x n ) +0( Jr ) — a[_—hy\x n ) + ^x u ) 


h y///(xJ + i^ y 


( 4 ) 


u z ) +0(/2 5 )] 


— [: y ( 工 》) — 2hy f (x n ) + ( 1 ) y\x n 

my „" 、 （ 2 / 0 4 (4) 


! 


: y 


h 


4! 


y 4) u ; 


+ CXh , )] — (3 + a) [: y (x n )+ 3 ； (oc n ) — hy (x n ) 


/z/ "" 、 -^-y 4) (xj +o(a 4 )： 


/// / \ 

y (x ;? ) 


[1 + a + 2 — (3 + a)Jhy / (j： n ) 


a 


-2 


+ y (3+ a )]/2 2 /(^) + [ T + y a + 


(3 + a)] • h" y m (x ;z ) + _ 


2 


a 


+ ^(3 + a)] - /zV 4 ) U,) +CK" 5 ) 


( — Y 2 a ^ ^" y m + 24 ( — 9 + a)h [ y {[) {x n ) 


+ CXh 5 ) 
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当 a = 9时， T„ +1 = CX / 1 5 )， 故方法是四阶的. 
【例5】 用如下四步四阶阿达姆斯显格式 

W + M 55/" — 59/『1 + 37 /„_ 2 — 9 /„_ 3 )/24 

求初值问题 




JC + y , ： y (0) = 1 


在 [0,0. 5] 上的数值解.取步长 A = 0.1，小数点后保留 8 

位 • 

解题分析 由于所给格式是四步格式，故需先用单步法求出3个初 

值和已知）.又因该四步格式是四阶的，故 
所选用的单步法也应该是四阶的，以保证单步法和多步 
法的阶数相同. 

解题过程 可先用单步四阶方法如四阶经典龙格一库塔法求出^， 

: Y 2 和: y 3. 

经典四阶龙格一库塔法的计算格式为 


: y,,=i 


K 


^+y(^i+2K 2 +2K 3 +K 4 ) 




K 


f( ^ n ，: y ”） 






K 


K 


f^n + 


h 




K ,) 


/( JT " + h , y n + hK 3 ) 


(n = 0 A ，2 ，…） 


将 f { x ， y ) = x + 3 ; 及 A = 0 . 1 代入得 

乂 , +1 = 沁 + ^(K 1 +2K 2 +2K,+KO 

0 

Ki = + 3 ； ;z 

^ K 2 = + 0. 05 + y n + 0. 05 Ki 


K 


x n +0.05+ y n + 0. 05 K 


K a = x n + 0. 1 + 3;" + 0. 1K 3 


由： y 。 


计算得 


3；(0. 1) ^ 3 ；! = 1. 110 341 667 
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3；(0. 2) ^ ^2 = 1. 242 805 142 

3；(0. 3) ^ = 1. 399 716 995 

再将 A = oc, t +yuRh = 0. 1代入所给格式得 

y n +\ = y n + [5. 5 ( x n + y „) — S . 9( x„_i + y „- i ) +3. 7 ( x n - 2 

+ y n -i ) —0. 9( x „_3 +： y ,,- 3 )]/24 

由 上述: y 。 ， ： yi ， m 计算得 
3；(0. 4) ^ 3； 4 = 1. 583 640 216 
3；(0. 5) ^ 3； 5 = 1. 797 421 984 

历年考研真题评析 


【题1】 （北京理工大学2006年）考虑初值问题 

[y = x 4 , x 〉0 

① 

b ( o ) = 1 

其准确解为 y ^ x ) = 1 + x 5 /5 .记: T ,. = ih，i = 0，1 ，2,….设 
{^} r=o = 0为用经典 Runge —Kutta 公式所得近似解，证明 


y ( j ：,) — y , 


X 


120 


h \ 


i = 0 ， 1 ， 2 ，… 


② 


解题分析 
解题过程 


本题考查了 Runge — Kutta 公式的 知识. 
求解①的 Runge - Kutta 公式为 


灿=3^ + > 属讯獨 
K y = f(x, ,yi) = x A , 


k 2 -- 

= f(x i+ ^ H 

— 1 ) 

— (xi H 

h w 
2 


= f(x l+ ^ H 


— (x z - H 

h yl 
2 

k 4 : 

_ f ( 工 i+l ， M + 厶 K 3 ) — 

(x ; +/l ) 4 



因而 


3^/+i = + + 2(x, + y)' + 2(x ; - + y) 1 
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- - (Xi + h ) 1 ]. 


y f + h(xj + 2xf/i + 2x]h 2 + oc)% 


24 


/i 4 ) 


③ 


又 


y ( x i+ i ) = 1 + = I + ---(xi + h ) 1 


1 + — [x- + 5xih + lOx'-Zi 2 + 10x-/i 3 + 5xji 


+ h 


+ x)h + 2x]h 2 + 2x-/i 3 + xji 




将③和④相减，得 


y (^ i + i ) —: y/+i 


3/(4) — 3；, + y /2 5 -^h 


④ 


y ( xi ) — yi 


120 


A 5 , 


i = 0 ， 1 ， 2••• 


递推得到 

y ( xi ) — 


x 


120 


120 




0，1，2 


题2】（太原理工大学2005年）对求解初值问题/ = fU ， y ), 


y ( x 0 ) = a 的两步方法: y„+2 

(1) 证明该方法零 稳定； 

(2) 试求其绝对稳定区间 


乂 rH 


+ i 




h 




(3) 如果 /( JT ，： y ) 
多大？ 


2 0 ：y ， 由绝对稳定区间确定步长 A 应取 


解题分析 本题考查了方法稳定性的知识以及绝对稳定区间的求解 

解题过程 （1) 该方法的第一特征值多项式为 

p(X) = A 2 —县 A + 备 •= (A — 冬 )(A — 1 ) 


其零点为 Ai = 


，它们的模均不超过1，并 
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且模为1的零点是单零点，故该方法满足根条件，从 
而是零稳定的. 

(2) 所给方法的稳定性多项式为 

tt ( A ,/0 = A 2 — |a + 牟 一 A ® + 丄 7 T 


【题3】 


A 2 




由二次方程的根按模小于1的充要条件知，方程 
tt ( A ,/0 = 0的根按模小于1等价于 


< 





<1 + 



2 

因为要求的是绝对稳定区间，不是复平面上的绝对 

稳定区域，于是在实数范围内解此不等式有 

— 2 <7i"< 0 



所以，欲求的绝对稳定区间为 （一 2，0). 

(3) 当 /(: c ，30 =—20 y 时，石 ==—20/ i ，由 一 2〈 7 T 〈 0易 
知步长 A 应满足0 < /i < 0. 1. 

(重庆大学2006年）考虑常微分方程初值问题 

f ： y’ = /(I J) ， a < x < b 
\y(a) = rj 

取正整数 "， 并记 A = 、b — a) 丨 n ， x i = a + z 7 i ，0 < 纟 < 72. 试 
分析下列求解公式 


: V/+1 = yi -\ + y [/( A + i ，： ^.+ 1 ) + 4/( X , y ,) + fixi-i , y ,- i ) _ 


的局部截断误差，并指出它是几步几阶公式. 

解题分析 本题考查了局部截断误差的知识以及阶数的判定. 
解题过程 局部截断误差为 


R 


(/+!) 


y(x i+1 ) — yixi-i ) 




lf(x i+1 ) ,y(x i+1 ) 
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+ 4/( x / + f ( xi-i ))_ 


y(x i+1 ) — yCxi-i ) 




一 3/(1 

/+i ) + 4^ / ( x / ) 


y {xi-i )] = 3 ； (x/) + hy\xj) + \~h 2 y\x ； ) 




/ lYU .) 


24/i 4 ：y 


( 4 ) 


( X ;) 


/ i b y 5) ( e ) 


120 


_ 3 /(x/) — hy’ (xi) + ~irh 2 y\xi) 








24 


4 y 4) (々）+ + 士 / rV 4 ) U ) 


+ 占厶？ 5 )(分)] — 去": y ’( a ) — |[： y ’( A ) 


— hy u (xj ) + —h 2 y m (xj) 


/ rV 4) U ) 




24 


V 5 )(i)] 


{^[y^ceo + y 5 ^?,)： 


72 


[y 5) (^) +y 5 ) (^)]}/i 5 = cx h 5 ) 


所给公式为 2 步 4 阶公式. 

课后习题全解 

O 1. 用欧拉法解初值问题 

y = I 2 + iooy ， y(o) = o. 

取步长 a = 0 . 1 ，计算到 1 = 0.3( 保留到小数点后 4 位）. 

解欧拉法公式为 

= y lt + hf (x ；i ,y n ) = y n +h(j：l + 100^) , 77 = 0,1,2 

代： y 。= 0 入上式，计算结果为 
3^(0. 1 ) ^ =0.0 
3^(0. 2) ^ ^2 = 0. 001 0 
3^(0. 3 ) 义 ％ = 0. 005 0 
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◎ 2. 用改进欧拉法和梯形法解初值问题 


y = X 1 + x — y ^ y(0) = 0 . 

取步长 /i = 0. 1，计算到 X = 0. 5，并与准确解： y 
x + 1 相 比较. 

分析 本题考查了改进的欧拉法和梯形法. 

解 改进的欧拉法为 


e — 工 + X 


y n +\ = y ,： + y / i [/( x „ , y n ) + f ( x )I+l , y n + hf ( x n ，: y „))] 
将 f ( x , y ) = x 2 + x — y 代入上式，得 


yn +1 


1 -h 


h 2 


yn 


h 


[(1 — h ) x n (l + x fl ) 


(1 ~f" ^n+l ) 1 — 


同理，梯形法公式为 


yn+1 


将 ： yo 


2 - h 
2 + h 


yn + 


h 

\_^n (1 + ) + : T " 十 1 (1 + 1 


2 + /i 


0 ，/i = 0. 1 代入上二式，计算结果见表 9 一 2. 

表 9 — 2 



改进欧拉法 > 


— y„ 1 

梯形法 : y,, 

0. 1 

0. 005 500 

0. 337 418 036 X 10~ 3 

0. 005 238 095 

0. 2 

0. 021 927 500 

0. 658 253 078 X 10_ 3 

0. 021 405 896 

0. 3 

0. 050 144 388 

0. 962 608 182 X 10_ 3 

0. 049 367 239 

0.4 

0. 090 930 671 

0. 125 071 672 X 10~ 2 

0. 089 903 692 

0. 5 

0. 144 992 257 

0. 152 291 668 X 10— 2 

0. 143 722 388 


y(x fl ) — y u 


0. 755 132 781 X 10— 3 


0. 136 648 778 X 10_ 3 
0. 185 459 653 X 10_ 3 
0. 223 738 443 X 10- 3 
0. 253 048 087 X 10— 3 


可见梯形法比改进的欧拉法精确 


_用梯形法解初值问题 


y + y = 0 


y (0) 


1. 


证明其近似解为％ 


2-h 

2 + h 


，并证明当 /I — 0时，它收敛于 
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原初值问题的准确解3^ = 

分析 本题考查了梯形法及其收敛性. 

证明 梯形公式为 


: y"+i = ： y« 


h 


，： V") + f(^n+l ，： V”+l )_ 


代 


_ y 入上式，得 

y n +\ = yn + y ti — y n +\) 


解得 


a+i 


2 - h 
2 + h 


因为: y 。= 1 ，故 




2 - h 
2 +h 


y fl -i 


2-h 
2 + h 


;z+l 


3 ^o 


y ” 


2-h 
2 + h 


Vi > 0，以 A 为步长，经 77 步运算可求得 J ( I ) 的近似值 
3^，故 


x = nh ? n 


x 


将^代入上式有 


3^ 


x/h 


2-h 
2 + h 


lim % 

h — 0 


lim 

2-h 

h 

- lim 

1 2h 

h—0 

2 + /i 

h — 0 

2 + h 

✓ 


x_ 

T 


2-\-h 2h x 


lim 

h -^0 


1 


2/z 


2 + h 


2h 一 


2+h h 


e 


0 4. 利用欧拉方法计算积分 

值. 


e「ck 在点 jc = 0. 5 ， 1 ， 1. 5 ， 2 的近似 


0 


解 令: y (: T ) 


e 


1 ck ， 则有初值问题 


o 




’=〆 ， 3^(0) = 0. 
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数值分析同步辅导及习题全解 

对上述问题应用欧拉法，取 /I = 0.5,计算公式为 

y n+l = + 0. 5 e r " ， n = 0,1,2,3 

由 ： y (0) = ： y 。 = 0,得 

3^(0. 5) ^ —— 0- 500 

3/(1. 0) ^ ^2 = 1. 142 012 708 

3 ^( 1. 5 ) y 3 = 2. 501 153 623 

3^(2. 0) ^ 3^4 = 7. 245 021 541 

_取 A = 0. 2,用四阶经典的龙格-库塔方法求解下列初值 问题： 

十： y ， 0 < x < 1 ； ( y r ^ ~. , ，0 < x < 1; 

2 )J l+i 

1. ' 

1^(0) = 1. 

解 四阶经典龙格-库塔方法计算公式见式 （9. 4). 

对于问题 l ) 9 fU , y ) = x + y ; 

对于问题 2)，/ U ，： y ) = 

^ 丄十 ： T 

取 A = 0. 2，： y Q = : y (0) = 1，分别计算两问题的近似解见表9 一 3. 


表 9 — 3 


: T,, 

1) 的解 > 

2) 的解 > 

0. 2 

1. 242 800 000 

1. 727 548 209 

0.4 

1. 583 635 920 

2. 742 951 299 

0. 6 

2. 044 212 913 

4. 094 181 355 

0. 8 

2. 651 041 652 

5. 829 210 728 

1.0 

3. 436 502 273 

7. 996 012 143 


◎ 6. 证明对任意参数〖，下列龙格-库塔方法是二 阶的: 


氕 +i = ： y" + y^(K 2 + K 3 ) , 
y Ki = f(x n ， : y ") ， 

K z = f(x n + th ,y„ + thK 1 ), 

K 3 = /(+ (1 — t)y n + (1 — t ) hKi ). 

分析 本题考查了龙格-库塔方法的阶数知识. 
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证明 根据局部截断误差定义，只要证明 T „ +1 = 0(/ r 3 ) 即可.而 

T l1+ i = y(x + h ) — y ( x ) — hxp(x ^ y Ji ) 

( p ( x , yji ) = - y[/(x th + thy f ix )) 

LJ 

+ /(x + (1 — t ) h,y + (1 — 

因此只须将: y(x + / i ) 和 cp ( x ， y ， h 、 都在 x 处展开即可得到 
余项表达式 

/(x + th + thy r ( x )) 

= /( x ， 3 ；) + th + thy ’（ x ) + 0( h 2 ) 

ax dy ' 


f ( x + ( l - Oh , y + ( l - t ) hy f ( x )) 

= f \ x , y ) 十 （1 — , y ) + (1 — t)hy 


dx 


(x) 


+ 0(h 


所以 

T"+i = 3 ；( x ) + hy \ x ) + \- h 2 y \ x ) + ^ y ff \0 - 3^(^) 


—/z 


2/(z ，： y) 


hd d u ， y) 


+ hy ， ix ) 9 y ) + 0( h 2 . 

dy 

= ex" 3 ) 

故对任意参数 h 题中方法是二阶的 



7. 证明中点公式 


%+1 = % + hK 2 


< 


K 


K 2 


f Q 工 n ， ）"） 


/卜 


， : v" + 4 k 


是二阶的，并求其绝对稳定区间. 

分析本题考查了中点公式及其绝对稳定区间. 


解 


h 


T n+1 = y ( x }1+1 ) — y ( x n ) — hf (^ x n + y + y / k ) 
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y (^ n ') + hy ， ( x n ) + ^ y \ x n ) + ( x n ) + Q ( h [ ) 


y(x >l )-h4f(x n9 yU ll ) ) + j df (H U ’)) 


h / . 、 3f\x n ^y(x u )) 

2 y ^ - 


d z f ( x n ^ y ( x n )) 

dP 

d \ f \ x n ^ y { x n )) 

dxdy 


y ’ （工” 


h 


y ’ （工” 


d \ f \ x n 9 y ( x n )) 

a? 


+ OC /7 3 ) 


a ’ Vu ,)- h 


! 


" 8 " 


d2f ^ y \ x ) d2f 


dx 


dxdy 


+ (/( " ))2 0 


1，， ^ 


+ 0(/?)= 0(/7 ，） 

因此，中点公式是二阶的. 

对模型方程/ = Xy ( ReU ) <0 )使用中点公式求解，得 


%+1 


1 ~\~ A/i ~h — (Xh ) 


3^ 


易知，当 


l+Xh+4rUh) 2 


< 1时，中点公式绝对稳定.特 


别当 A 为实数且 A 〈 0时，上不等式的解为 

一 2 ^ Xh ^ 0 

小结中点公式二阶显式 尺 - K 方法的特殊形式，而且显式的 i?-K 
方法的绝对稳定域均为有限域. 


对于初值问题 


y 




100(^ — x l ) + 2 x , 3^0) = 1. 


(1) 用欧拉法求解，步长 / 1 取什么范围的值，才能使计算稳定 
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(2) 若用四阶龙格-库塔方法计算，步长 /I 如何选取？ 

(3) 若用梯形公式计算，步长 A 有无限制. 

分析 本题考查了单步法的稳定性. 

解 U ) 用欧拉法求解题中初值问题，当从 =一 100 A 满足 

|1 + (— 100/0 |< 1 

时绝对稳定，即当0〈 A < 0. 02时欧拉法绝对稳定. 
(2) 当 A/i =— 100/7满足不等式 


l+Xh + ^r(Xh) 


( Xh ) 


4 T Q/Z) 


<1 


时，四阶 龙格一 库塔法绝对稳定，也即当 A / i 满足 


2. 785 < A/i <0,0</ i < 


-2. 785 
^ A 


0. 027 85时绝对 


稳定. 


(3) 对于梯形公式，当 A/7 =-100/1 e (-00,0) 时，绝对稳 
定，此条件 V/1 G (0 ， + ⑺）都成立，即梯形法对 /I 无限 

制. 


阶显式阿当姆斯方法和二阶隐式阿当姆斯方法解下 


列初值 问题： 

y = 1 — y yiO) = 0 . 

取 /z = 0. 2 , 3；o = 0,^ = 0.181， 计算 3 ^( 1 . 0) 并与准确解 y 
1 — 相 比较. 

分析 本题考查了阿当姆式显式与隐式公式. 

解 二阶阿当姆斯显式和隐式方法分别为 


yn+2 


y>i+l + —/») 


Jn+l = y„ + ~ 2 ^fn+l + fn 、 

将 / = 1 一 : y 代入上二式，化简得 
显式方法 y n+ 2 = ( 1 — + y + ^ 
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数值分析同步辅导及习题全解 


隐式方法 3 ^«+i 
取 /i = 0. 2，> = 


2-h 
2 + h 


y n + 


2 h 


2 + h 


0 , 3^1 = 0. 181，计算结果如表 9 一 4 所示 

表 9 — 4 



显式 : y" 


y(x n ) — y n 


隐式 : y» 

0. 4 

0. 326 7 

0.297 995 3 X 10- 2 

0. 329 909 09 

0. 6 

0.446 79 

0.439 836 3 X 10_ 2 

0. 451 743 801 

0. 8 

0.545 423 

0. 524 803 5 X 10- 2 

0. 551 426 746 

1. 0 

0.626 475 1 

0. 564 545 8 X 10~ 2 

0. 632 985 52 


y(x n ) — y n 


0. 229 136 X 10- 3 
0. 555 437 X 10- 3 
0. 755 710 X I。- 3 
0. 864 961 X 10 一 3 


真值为0.6321，可见，隐式方法比显式方法精确 

◎ 10. 证明解/ = f ( X 9 y ) 的差分公式 

h 


y?i+i 


-^r(yn +: y; 广 i) + 7(4/ 


"+i 


y n + n 


是二阶的，并求出局部截断误差的主项. 

分析 本题考查了线性多步法的阶数知识及误差估计 

证明 根据局部截断误差的定义知 

'朴 1 = + / i ) — ^ r ( y ( x n ) + y ( x n + / i )) 


4-/7 [4 ： y’ （ :r” +/?) —— y (oc u ) + 3y\x fl ——/O] 


y ( x n ) + hy \ x n ) + \ h 2 y \ x n ) 


/iYUJ +0(/i 4 ) 




: y(0 




y ( x tl ) — y ( x n ) + yXx n ) —去 jTCr 。) + 0 (h [ ) 


h 


y \ x n ) + hy \ x n ) + — + OW ) 


3 /( 1 ,,) 十 3( y \ x n ) — hy \ x n ) + y \ x n ) + CXh ] ) 




y ( x n ) + 


1 1 




2 


i + 4 


Jr y \ x n ) 
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第 9 章 常微分方程初值问题数值解法 


+ ( ~q ^ J 2 ~ ^ ~ +()(△” 




/zVUJ +o(/! 4 ) 


故方法是二阶的，局部截断误差的主项为 


h z y ' x n 




◎ 11. 试证明线性二步法 


yn +2 + (b — l)y 


f 


by n 


[(6 + 3)/ h -2 + (3^ + l )/„] 


当— 1 时方法为二阶，当 6 


1 时方法为三阶 


分析 运用线性多步法的阶数知识求解 
解 由局部截断误差定义知 


T 


;/+2 


y(^n + 2/0 + (6—— 1 )y(x fJ + h) — by (x fl ) 


h 


[(Z? + ?>)y f (x n + 2/i) + (36 + l) (x n )^\ 


= + 2hy / (x n ) + -]r-(2h ) 2 y\x u 




(2/1) 3 /，(:^) + 六 （2/ i ) V 4) U ,) ^ 

^ 4! 


+ (/)-l) 


y(x „) + hy\x n ) + -^-h 2 y(x n ) + y\x n ) 


A y U) (x u )+CXh 


4! 




by (x n ) 


h 




(6 + 3) 


y\oc n ) + 2hy\x n ) + (2/0 2 y // (x, i ) + ^y(2/i) 3 y i) 

Z! 6 ! 


(x ;? ) +OC/7 1 ) 


(3/) + l) ： y’Cr”）= (l+b—l — b)y(x n ) 


2 + b-l-^r(b + 3)-4-(3b+l) 


hy\x n ) 


2 + 4 (/) — 1 ) - 4(6 + 3 ) 


y ' ^OCn 
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数值分析同步辅导及习题全解 


-^-( b -1) - 4 r(b + 3) 


3 /// 


y (^, z ) 


t + 垚( 6 — 1 )一含( 6+3) 


I^y^ixJ+OCh 


o + mvu 




8 ~24 6 


V 4) ( x „) + Q (/ i 5 ) 


所以，当时 


T 


n ~\~2 


士 w+mVD + oc/i 4 ) 


方法为二阶; 


当 b 




1时 


T 


/z+2 


J ~ U b 


h A y U ) ( x n ) +CXh 


方法为三阶 



u 




lOu 9 v ^ 


卜 ’ =lOw — 11 认 

的刚性比，用四阶尺 - K 方法求解时，最大步长能取多少？ 


解 根据刚性比的定义，若方程组的矩阵 A 


-10 


10 -11 


的特 


征值 A , 满足条件 Re ( A y ) <0 (i 


，2)，则 


s 


max | Re ( Aj ) 

i < i <2 _ 

min I Re ( A /) 

Ki <2 


称为刚性比，易知 A 的两个特征值为 


Ai 


1， A 2 


20 


所以刚性比 s = 20. 

当从 G [-2.78,0] 时，数值稳定. 

因此当 0 < h < :上】 <0. 139时才能保证数值稳定 
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